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Correction du Sujet de Maths (Biologie et Géologie) :

Session 2005
Exercice 1.
1) On a pour tout ¢ €]-1, 1[, i }H Z( 1)?¢.Ce qui donne pour tout x €]-1, 1[,
(1P ooy DT 1)"‘
Log(1 +x) = Z p+1 Z
2) a) Posons pourn € N* | a, = n(rzi 11))(;+2) . Alorson a :lhi’r+1r10o —%”—:‘—} = 1. Donc le rayon
de convergence de la série Z a,x™? vaut 1.
n=1
b) Silx] = 1, alors f a,,x”*zl = o 11)(n ey —13- (n — +oo) et comme la série de Riemann

3 —17 converge, il en résulte que la série Z a,x™? converge pour x| = 1.

n>zl n>l

. . 1 -1 1 __1
3) a) Il est facile de vérifier que nin+ D(n+2) 2n + 2(n+2) (n+1)°

b) Soit N > 1, alorsona:

N

1 n—1,.n+2 ol 1 »—l yi2 -1 n-ly.n N+l _1\yn-1lyn
Z =D"x _xiz_z() é_z()nxﬂz(l)nx ()
n=3

n(n+ 1)(n+2) ~

n=1

En faisant tendre N vers +co , on obtient pour x €]-1, 1 [
2
S(x) = 52—Log(x+ 1)+ L(Log(x+ 1) —-x+ 52—) +x(Log(x + 1) —x) , c’est a dire

S(x) = (x;]) Log(x+1) - ——3T pour x €]-1, 1[
\-.
+0 -1
4 Ll oomarsly= 1 =1 e 970g3 L
YPourx = 7, ona: 8(3) = 4 X r T Do T §L%7 T 16
D’ou
St (D™ o, 03 7
; w12 - 2r85 g
Pourx=-%— ona:
| x (=) 3, .3 1
1 =—2—Z St T D) [(x+1)L0g(x+1)—-x]=_;_=§Log5-—i-.
D’ou
+a0
G VA
Z 2"n(n + 1) = 3Log3

=}




Prenons x = —1 dans la relation (x) , alorson a :

o | P 1L Y ! 1 I 1
=ity Lily L _S_=-_(+i)+ + -
,Z:x n(n+ 1)(n+2) 2n=1” 2};'3” ”=2n 2( 2) 20N +1) 2N +2) 2

Il s’ensuit que

1 =1
@ Z:n(rz+1)(n+2) T4

n=1

Remarquons que Y v l;(n e i lim S(x).

— x—(~1)

Exercice 2. Soit f € L(R?) tel que sa matrice dans la base canonique B = (e, ez, e3) soit

1 -1 1

4= 2212
2 -1 4
1) a) Le polyndme caractéristique de A est .
‘ - -1 1
@ Pi(X)=detd-XD=| 2 1-¥X 2 |=-DX-2)3-X).
22 -1 4-X

«Les valeurs propres de 4 sont 1, 2 et 3.

/2: '5 b) Les valeurs propres de A sont simples , donc A4 est diagonalisable.
2)Ona: Ay =1, A =2etd3 = 3.
Soit Ex = ker(4 - kI) , k € {1, 2, 3}.
I -1 1 x kx
Ona(x,y,z)€Ex e | -2 1 2 y |=| Kk
-2 -1 4 z kz
X—y+z = kx (I-kx-y+z =0
_ & 2x+y+2z =ky © 2x+{(l-ky+2z =0
+l 2x—-y+4z =k 2x-y+(@-kz =0

«(x,y,z) € E; ® x=y =2z Donck, = Vect(1,1,1).
c(e,y,2) € E; ® x=zety=0. Dou E; = Vect(1,0,1).
- (x,y,2) € E3 ® x =0ety =2z D’ot E5 = Vect(0,1,1).

110 100
2{)\3 3)a)Ona:P = 1 01 et A=PDPl'odD=| 02 0
1 11 003




b)ona: P! = 0 -1 1

’ @ 4) a) On a par récurrence : Vn € N, A" = PD"P~!

110 1 0 0 I 1 -1
b)Vne N, A" = 1 01 02" 0 0 -1 1
K I 11 0 0 37 -1 0 1

@ (1 12n 2n.|
=| 13 3.1

\1-3" 1-27 3m32n.]

Zn
2n-1
37-1 |. C’estadire pourtoutn € N :

Xn+l Xn
¢)Onapourtoutn € N, Vel ) =A4| ya .Ce qui donne par récurrence:Vn € N,
0
0
1

3n42m.1

. xn=2"-] Py yn=3n—1 ’ Zn=3n+2n_’]

5) a) Soit M une matrice carrée réelle d’ordre 3 et N = P~'MP.

@ AM = MA < PDP'M = MPDP™' & D{(P'MP) = (P"'"MP)D < DN = ND.

ayy
b) Soit N = x b z € M3(R). Alorsona:
a p c
a y v a 2y 3y
@ DN = 2x 2b 2z et ND=| x 2b 3z
3¢ 38 3c a 2B 3c

- Cequidonne DN=ND o y=y=x=z=a=§=0.



C’est a dire
a 00
N= 05 0 ,a,b,c e R.

0 0 ¢

¢) Les matrices M qui commutent avec 4 (c’est a dire M4 = AM) sont de la forme :

a a-b b-a
M=PNP =] ga-¢ a —-a avec a,b,c € R.

@ a-¢c a-b b-a

.Exercice 3.
@ 1)a)Ona: J' :: Sa(x)dx = f gw Aexp(—Ax)dx = 1. Donc pour tout A > 0, f; est une densité de

probabilité sur R.
b) Soitf € R, alors

1sit>0
Fx)=P(-X<H)=PX>-0)=[" Aexp(~Ax)dx = = .
@ J"‘a"(" 0~ P exp(Af) sit < 0.

La variable aléatoire (—X) a pour densité de probabilité la fonction:

0six>0

@ Pr0x) = /i) = { Aexp(Ax) six < 0. )

2) a) La variable aléatoire (X — ¥) a pour densité de probabilité la fonction & définie sur R par :

W) = [ fiOeate—0dt = [ A@hG-xar

Or, i(t)fa(t=x) # 0=t > 0ett—x > 0, c’est a dire £ > max(x, 0).

Doncsix<0,ona:

@ etsix>0,ona:

Ainsi,ona:Vxe R,

h(x) = | :” A2e e X0 = & exp(ix)
o A
h(x) = | 2e e Mgt = L exp(-),

hx) = & exp(-A).
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b) Soitt € R, alorsona: P((X~Y] <) =0sit < Oetpourt>0,

PIX-Y<H=P<X-Y<)= J'il %- exp(~Ax|)dx = I;lexp(—lx)dx = 1 - exp(—At).

0 si t<0

.. o = P(IX — =
Ainsiona: Fyen() = P((X - 1] < 1) { 1 —exp(=Af) si > 0.

Il s’ensuit que la densité de la variable aléatoire |[X — Y] est la fonction fj.

3) a) C sort le demnier de la poste si et seulement si max(Xy , Xz) < min(Xy , Xp) + Xc,c’esta
dire

max(XA R XB) —-min(XA ’ XB) = LXA —XBI < Xc.

Ainsi C sort le dernier de la poste si et seulement si I’événement ([X; — Xp| < Xc) est réalisé.

b) Les variables X4 , Xz , X¢ sont indépendantes, donc les variables |[X4 — Xp| et X¢ sont
indépendantes et de méme densité f; (d’aprés 2.b)).Il en résulte d’aprés 2.a) que la variable
aléatoire |X4 — X5| — Xc admet la fonction /4 pour densité de probabilité.

La probabilité pour que C sorte le dernier est
P(Xy ~ Xa| < Xc) = P(X4 — Xp| - Xc < 0) = J hoydx = [ & exp(-apxa = 4

4) La variable aléatoire Z + T a pour densité g(x) = j': fo(8)fp(x — t)dx.

Or, fa()fp(x—1) # 0>t >0etx~1>0, Cestadire0< t <x.
Doncsix <0,g(x) =0etsix > 0,ona:

£(x) = o] exp(at).oxp(—Blx ~ )it = 7L exp(-p). exp(B - ) - 1]

C’est a dire

glx) = B - a[exp( ~ax) — exp(—fx)] six>0

0 six<0

5) Soit M = min(X, , Xp) ett € R.
a) Si a et b sont deux nombres réels,alors min(a,b) > tssia > tetb > .
Donc(M>t)=X4s=>0DN KX 21).

b) Puisque les variables X4 , Xp sont indépendantes et de méme loi, alorsona :
PIM>10=P(X2DNXs > 18) =(P(Xy=1)? c’estadire

P> 1) = 1 sit<0
B exp{(—24t) si t>0,

11 s’ensuit que la variable aléatoire M a pour densité la fonction f2;.
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6) a) Onaflc = min(XA . XB) +Xec =M+ Xc.
Les variables aléatoires M et X sont indépendantes et de densités respectives f2; et f; , donc
d’aprés 4) , la variable aléatoire 7¢ a pour densité la fonction :
2A[exp(—Ax) —exp(—24x)] si x>0
P(x) = .
0 si x<0

@ b) Soitn € N,alorsona: E((T¢c )") = ZAU:Ox" exp(—Ax)dx — -[Omx" exp(-ZAx)dx].

Posons u = Ax (resp. 4 = 2Ax) , nous obtenons E((7¢)") = —%(2 - 71,,—).

@) + @) Ondeduitque E(Tc) = et WTc) = E(Te)?) ~ (E(Tc))* = >
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