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L’usage des calculatrices est strictement interdit.

Une grande importance sera attachée i la rigueur du raisonnement, i la clarté de la
rédaction et au soin de la. présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans
le sujet peut &tre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

1°r¢ Partie.
1) Soit @ > 0. On pose
Ca=[0,a] x[0,a] ; Dy={(z,y) € (R")?/2*+ 12 < a?}.

a) Montrer que

/ / e~ @) drdy < / / e~ dzdy < / / e~ ) gy,
C. D, sz

Dy a

-+
b) En déduire que /

x

Dans la suite f désigne une fonction continue de R & valeurs dans R, telle que
+oo 2 '
Ve R, / e~ f(y)|dy < +co.

1 +0o0 2
On pose pour z € R, u(z) = \/—7?/ o= (v=2) f(y)dy.
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2) a) Montrer que pour tout z € R, u(z) = / e € f(z + €)de

b) Montrer que si f est paire {resp. 1mpa.1re) ors u est paire (resp 1mpa.1re)

c¢) Montrer que si f(§) =&™, m E N, alors u(z ) est uﬁ#;oi;)me de degré m et
de mémepantequem ' R

d) Montrer que31 f est une fonétioh convexe sur R (cadVz,y € R \
YA€ 0,1, fOz+(1—Ay)

< ,\f(x) + (1= A f(y), a.Iors u l'est aussi.

3) Montrer que si f est continue bornée sur R, il en est de méme pour u .

4) a) Montrer que pour tout z,y7 € R, on a

e~ )l < = [ e @+ 8) - Fly+ el

~b}-En. Hndm;e.quesgﬁesmumfomement;eontmuersurgmq:almm

SR S | TS ST

c ) \/Iontrer que si f est fc hpqcmtmenne alors U l’est au381

5) On suppose. que hmlz!_,_,,m f( ) l € R. . i ggo s

a) Montrer qu’ll ex1ste M > 0 tel que Vr e R

b) Montrer que ‘v’a: € IR,V& > 0

LR S
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1 4M 2
@) =l o= [ e Eirta e - tae+ 2 /“ “Cag
¢) En déduire que hm[z]—H-oo u( ) =1 , o
1,si |yl <2r =7
2

6) Soit r > 0. On pose ¢(y) = , - RPN,
® pose #{y) exp(—%—), siv |y > 2r 7

Soit z €] —r, 7.

a) Montrer 'dﬁe"si fy[ >, 2r, alors lyl < 2ly - :BI.:_‘. "f‘}
b) En déduire que \'/y € R, e“(y‘-’”) < o(y). s sripbb s
Sb;) alisd . »,_”Mo%rer queﬁ“‘“ﬁ&&?ﬁﬁ R@Mﬁ“ﬁﬁ ig‘f.,on?ﬁdw&ﬁ-ai- -

T

; lsb‘&jwn(e‘(’f“ﬂz)]\f P(r+lyl)so(y),

ou P est un ponnome de dege n.o<s .
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7) Montrer que si f est bornee a.lors u est de classe C°°sur R

2 /S"




2¢me Partie.

Pourzr € Rett{>0,onpose gz)= \/i—te- )

B[R

1) Montrer que :.
' +00 :
a) Vt>0, / gi(z)dz = 1.

+o0
b) Vé >0, limt_,0+/6 g:(z)dz = 0.

Pgi(z) _ 9gi(z)
¢c) Vi>0,Vz e R, i 51& .

+o0o .
2) Soit ¢ > 0. On pose pour z € R; g (z) :/ 9:(y)e~*Ydy.

+co
) Montrer que  Gi(z) = [ :(y) cos (ay)dy.
-
d )
b) Montrer que { E(Qc(f)) = =2tz g (z)
| ' 4:(0) = 1.

C_)_ h}n:_d_é:d‘_iiré_i[:iexpresslorl_d,?:g‘:t(x.)'.__- e
3) Soient A =a+ibavec a,b € Rett > 0.
a) En utilisant I'égalité -

2 2
Yy (y + 2at)
@ TN _ @k, g by

oo ‘—,\ A%t

montrer que / 9t(y)e Vdy = e .
—00

b) En déduire pour z € R ett > 0, les valeurs des intégrales suivantes :

-+

/ o 9¢(y) cos (z — y)dy; / wgt(y) sin (z — y)dy,

—~00 —00

/_ :o a(y)ch(z — v)dy; /_ :o 9:(y)sh(z — y)dy-_

o 9:(z — ¥)9s(¥)dy = geys(z).

4) Montrer que Vt,s > 0,z € R,

3¢me Partie.

Soit ¢ > 0. On pose pour z € R :

+00
q(z) = Z gi(z + 2mm).

m=—00
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1) a) Montrer que la fonction z — ¢;(z) est continue sur R, paire et 27 —périodique.

- T
b) Montrer que / qe(z)dz = 1.
o (@m4l)m

T
( Remarquer que /_Wgt(x + 2mm)dz = /(2m—1)1r g:(y)dy).

c¢) Déterminer les coeflicients de Fourier de la fonction £ — ¢(z).

d) En déduire que pour tout z € R,

1 1 +00
g(z) = =+ =3 e cos(nz).
2 T

n=1

2) On pose pour z € [0,7] : pi(z,y) = @e(z — y) — @z + y)-
2
a) Vérifier que pi(z,y) == > e’”ztsin(n:c) sin(ny).
Tax1

.b) Montrer que Vz € [O,w],Vp eN VYVt >0;

/pt(37 y)sm(py)d - ¢ Ptsin(pz). =

3) Montrer que Vz,y € [0,7]; V¢, s > 0, / p:(z, 2)ps(2,¥)dz = pres(z, v).
0

4) Montrer que pour z,y € [0,7],

/+ pi(z,y)dt = %

5) Soit h la fonction 27 —périodique définie par

%—(cos n(z —y) — cosn(z +y))

I M§

z2
Vz € [0,2x, h(z)= =T

E

a) Tracer le graphe de h et calculer ses coefficients de Fourier.

b) Montrer que pour z € [0;2%] cona:

6) Montrer que pour z,y.&.[0, ] :

/0 p(z,y)dt = 7r( 5 Y(m ; )

= Luin(a,g) - (r - max(z,)).

4 /5'




7) Soit f une fonction continue sur [0, 7).
On pose pour z € [0,7]; v(z) = /OTG(x,y)f(y)dy ,
oh Glz,y) = = min(z,y) (7~ max(z,y).

W‘ZAZf@My+§LQW-yH@My

b) Montrer que v est 'unique solution de 1'équation différentielle :

a) Vérifier que v(z) =

y'=—f
{w®=yh)=0
c¢) Montrer que pour tous z,y € [0, 7],

z(m = z)y(m = y)
3 - T

d) En déduire que si f est positive, alors pour tout z € [0, 7], on a

z(r —z

) [T z(r —x) [T
- . < < )
= v - ey < vi@) < T [ r)ay
8) Soit A € R.
2"(z) = = Az(z)
2(0) =2z(m) =0
admet une solution non nulle si et seulement si A = n? avec n € IN*.

a) Montrer que I’équation différentielle : {

™
b) En déduire que Vz € [0,7],Vn € N,sin(nz) = n2/ G(z, y) sin(ny)dy.
0
c) Montrer qu'’il existe deux constantes c; et c, strictement positives telles que
Vz € [0,7], ciz(r - z) < sinz < coz(r — x).
: 1 4
9) a) Montrer qu'on a: ¢; < - et ¢y > =

1 4
b) Montrer que Vz € [0, 7], ;x(vr —z) < sinz < ;.’E(’ﬂ' - ).
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