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La qualité de la rédaction, le soin de la présentation et la rigueur des raisonnements constitueront des éléments
importants pour |'appréciation des copies. |l est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé
poug traiter la suite, méme s'il n'a pu étre démontré. L'usage de tout ouvrage de référence et de tout autre
matériel électronique est strictement interdit.

L’objectif de ce probléme est 1’étude des séries de la forme 3 anFy (z) o0 (an),cy €st une suite
de nombres complexes et, pour tout n € N et x > 0,
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1. Montrer que, pour tout n € Net z > 0,

n—+

1"1
p Fp(z+1).

Fpy (z) =

2. Montrer que, pour tout n € N et z > 0, la fonction ¢ +— t*~1 (1 — )" est intégrable sur
10,1].

3. On pose, pour tout n € N et z > 0,
1
T fa) = / -1 (1— )" dt.
0

(a) Montrer que, pour tout n € Net z > 0,

n-+1
T

Iny1 (z) = In(z+1).

(b) En déduire que, pour tout n € Net > 0,

F,(z) = /01 21 (1 - )" dt.
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4. Soit « € R. Montrer que la fonction t ~ t*~le~? est intégrable sur |0, +o0[ si et seulement
siz > 0.

Dans la suite, on pose, pour z > 0,

5. Soit £ > 0. Pour tout n € N*, on pose

on : ]0,+oc[ — R,

e S " site€]0,n].
t — n ’

0 sinon.

(a) Montrer que la suite de fonctions (), converge simplement sur |0,4-ocof vers la
fonction ¢ définie par
¢ : ]0,+00[ —R,
t b 2 le

(b) En appliquant le théoréme de la convergence dominée a (¢,),,, montrer que

n t n
lim =1 (1 - —) dt =T'(z).
0 n

n—-+00

6. (a) Montrer que, pour tout n € N* et tout z > 0,

n t [
/ = (1 — E) dt = n®F, (z).
0

I'(x)

n%

(b) En déduire que, pour tout z > 0, F, (z) ~

Soit @ = (an),y une suite de nombres complexes. On note

D, = {a: >0: ZanFn (z) converge absolument} .

. R
1. Montrer que, pour tout x > 0, 3 anFy {x) converge absolument si et seulement si ) ——:
n

converge absolument.

2. Montrer que si o € D, alors [0, +00[ C Dy. En déduire que si D, n’est pas vide alors D, est
un intervalle non majoré de R.

3. Déterminer D, dans les cas suivants :

1
(a) Pour tout n: ap = — avec a réel fixe.
n

(b) Pour tout n : ap = nl.
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Dans la suite de cette partie, on note R, le rayon de convergence de la série entiére Y a,2".
4. On suppose que Ry > 1.

(a) Justifier existence d’un réel r > 1 tel que ) anr™ converge absolument.

(b) Montrer que, pour tout z > 0,
anFy () = o(a,r™).

(¢) En déduire que Y anFy, (z) converge absolument.

(d) Montrer que, dans ce cas, D, = 10, +oo[.
5. On suppose que Ry < 1.

(a) Justifier Pexistence d’un réel r € |0, 1{ tel que (a,7™), ne converge pas vers 0.

(b) Montrer que, pour tout z > 0,
anr™ = o (anFy (2)) .

(¢) En déduire que Y a,F, (z) diverge.

(d) Montrer que, dans ce cas, D, est vide.

6. Donner un exemple de suites a = (ay),,cy telle que R, = 1 et D, = Ja, +00[, avec a > 0.

Partie 111

Soit a = (an),ey une suite de nombres complexes telle que D, soit non vide.
On pose o, = inf D,.

1. Montrer que la série de fonctions Y a, F}, converge normalement sur tout segment contenu
dans D,.

+00
2. En déduire que la somme F = }_ anF), est continue sur D,.
n=0

3. Montrer que, pour tout z € D,,
1 n
Fa(@)| < Fu(@) (= +m(1+2)).
@] <R (3 4m(1+2

4. Soit [, 8] un segment contenu dans Jog, +00[.

(a) Montrer que, pour tout z € [a, 8],
1 7
’ < + n
|FL (2)] < Fu (a) (a +1n (1 + a)) .

(b) En déduire que Y. a,F, converge normalement sur tout segment contenu dans
loa, +o0[.
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+o0
5. Montrer alors que la fonction F = 3 a,F, est de classe C* sur |og,+00].
n=0

Soit a = (@n),cy une suite de nombres complexes telle que D, soit non vide.
1. Soit z € D,.
(a) Montrer que, pour tout ¢ € [0, 1], la série 3 ant™ converge absolument. On pose
S: [0, — R,

+00
t = Y apt”

n=0
1
(b) Montrer que F'(z) = / (1—¢)""1 S (¢)dt.
0
2. Exemples

(a) Soit N un entier naturel. On suppose que, pour tout n € N,

o = 0 sin<N
"7 11 sin>N.

Vérifier que D, = |1, +oco[ puis montrer que, pour tout x > 1,
+o00
> Fp(z)=Fn(z—1).
=N

n
(b) Soit z un nombre complexe. On suppose que, pour tout n € N, a, = %—'

Vérifier que Dy = ]0, +00[ puis montrer que, pour tout z > 0,

+00 o B z+oo (-—-z)n
T;:c(m+1)m(:v+n) =€ nz_:%n!(m—i—n)'

3. Retrouver le fait que F est de classe C! sur ]a,, +00[ et montrer que, pour tout x € loa, +00f,
1
F (z) = f (1= 1S (8)In (1 - t) dt.
0

-1
p=0Tt— P

Montrer que, pour tout t € [0, 1], la série ) c,t™ converge absolument et

4. Dans la suite, on pose cg = 0 et, pour tout n € N*, ¢, = —

+oo
cht” =S5(t)ln(1-1).
n=0
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5. Soit x € D,. On se propose de montrer que la série ) _c% converge absolument. Soit N > 3
n

un entier naturel.

(a) Montrer que

N
|cnl
Sl S (3 )

p=0

(b) Soit p € {0,1,..., N — 1} . Montrer que

plad 1 oo gt
Zlk(k"‘ip) (p+1)m+/1 tt+p)"

(c) En remarquant que

/+00 dt /P+1 dt +00 dt
S T S
1 t(t+p)° y o tE+p)®  Jpp tE+P)°

Nr In (p + 1) 1\ 1
2 RGP S 1P +(1+E) T

déduire que

k=1

(d) En déduire que %"; converge absolument.

6. Montrer que, pour tout = € |og, +00},

+00
= Z cnFr ().

n=0
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