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1. Remarquons que: Vz > 0,F,(z) > 0 et

Frii(z) (n+ 1) (x+D)(xz+2) - (z+n)z+n+1) (n+1)
Fo(z) z(z+1)---(z+n)(z+n+1) n! oz

2. ¥n € NetVz > 0, t > t¥~1(1 — )™ est continue sur ]0, 1] et au voisinage de 0, ¥~ (1 — )™ ~
tjl_; et t— ng——x est intégrable au voisinage de 0 ssi 1 — z < 1 ssi z > 0 d’ou le résultat.

3. (a) Vn € NVz > 0, et Va > 0 apres intégration par partie
1 1 1 1 1 n+1 [1
/ 711 — o)t = [=t5(1 — £)"TVE + ——/ t%(1—t)"dt
a T z a

et on faisont @ — 0 on aurra le resultat.

(b) Soit = > 0 et montrons par réccurence que In(z) = Fy(z)¥n € N pour n = 0, Ip(z) =
fol t*1dt = % = Fy(x), supposons que le résultat est vrai jusqu’a ’ordre n et montrons
qu’elle reste a Uordre n + 1 Inii(z) = -"J;—lln(:r +1) = ﬂ‘xﬂ-Fn(w +1) = Fpsa(z) d’ou
le résultat.

4. L’application ¢ — t* le™? est continue sur ]0, +oc{, au voisinage de 0, t*let ~ tll_z et

t— tl;—x qui est intégrable au voisinage de 0 ssi 1 — z < 1 ssi x > 0, au voisinage de +o0,
limg_ oo t2t*~Le~t = 0 d’ou Vintégrabalité t +— t*~te™t sur ]0,+o00[ et existance de I'(z)

Yz > 0.
T FREs

o
Owseners ¥
et nlog(l — %) ~ —t comme exp est continue donc (¢n)"€N converge simplement Ver

¢ sur 0, +o0].

(b)

5. (a) Pour £ >0, 3ng tq ¥n > ng, t <n = Vn > ng

en(ty =t"71(1 - %)n = t*"Lexp[nlog(l — %)]

n t +o0
/ tx"l(l———)"dt:/ on(t)dt
0 n 0

vt €]0,n[, on pose gn(t) = nlog(l — L)+t on a: g,(t) = ;=% < 0 et limyo gn(t) =0

ce qui donne gn(t) < 0 sur ]0,n[ donc nlog(l — £) < —t Vt €]0,n|, et |pa(t)] =
en(t) < t77le™t = (t) Vit > 0 or y est intégrable sur |0, oo, donc d’aprés theorem
de convergence dominée

n t + +oo
lim 71— Hdt = lim / on(t) = / lim @, (t)dt = T(z).
i n—-+oc 0 0

n—+oo fg n-—+o0
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() neN* etV >0

7 1 1
/ tx_l(l—--t-)ndt =y = 2 f (nu)* H(1—u)"ndu = nx/ u*(1—uw)"du = n*I,(x) = n*Fp(x)
0 n R Jo 0

or limn—.yo0 f5' t°71(1 = £)"dt = T(z) donc Fy(x) ~ &

1. Ona: |apFp(z)| ~ Bﬂ}ﬁ—gmé ano anfFn(x) converge absolument ssi 3, an%lconverge
absolument ssi }°, -, 7% converge absolument.

2. Soit © > o, alors '—%{,‘—' > 'Z—;‘I = D n>1 % converge absolument donc z € D, par suite
[0, +00[C D.
Si Dy # 0, solent x,y € Dy tq 2 < y tq Vt € [z,y] on azlz—zl < J%%[
converge absolument donc ¢ € D, et par suite [z,y] C D,.
Si o € D, d’aprés ce qui précéde [0, +00[C D, et donc D, n’est pas majorée.

IA
A
4
14
3
¥
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3. (a) Enzlm};‘g converge absolument ssiz+a > 1=
Dg, =]1 — &, +00[N]0, +00[=] sup(1l — a, 0), +-o0].

(b) Posons u, = -::—,'ﬂ pour z > 0, %Jﬂ‘—l = (:Ill))i’—:;, = (n+ 1)(ﬁ1-)“° — 400, d’aprés

Alembert >, up =Y, |un| diverge = D, = 0.

4. (a) Comme Ry > 1= Vr €]1,R,|[, 3, anr™ converge absolument d’ou l'existance de r > 1
tq Y, anr" converge absolument .
(b) on a : anFnp(z) ~ %2 et a—z% = mim & 75 = 0= 2 = o(a,r") par la suite
anFp(z) = o(apr™).
Or Y, a,r™ converge absolument et donc ) a,Fy(z) converge absolument.

(¢) Onsait que D, CJ0,+oc[ et Ve >0, a,F,(x) converge absolument = D, =]0,+oo|.

5. (a) Comme R, < 1= 3r €]R,, 1] et d’aprés critere sur les séries entiére (anr™) ne converge

pas vers (.
logmn
. _apr™ _  _apr™  _ nfr" _ explzlogninlogr _ exp[n(z-8"+logr)
(b) ona: an Bl Yo T Ty < @) = ) orlogr <0
an-rz

= a‘fﬁf‘?a — 0 = apr™ = o(a Fr(z).

converge absolument et donc Si ), a,Fn(z) converge = >, anr™ converge ce qui
absurde car (a,r"™),en ne converge pas vers 0.

(c) D’aprés ce qui précede pour tout > 0, > anFn(z) diverge = D, = 0.

6. Pour o > 0, il suffit de prendre a, = n“ﬁl*'-— on a le rayon de convergence de Y anz" est
R, =1 ( d’aprés Alembert ) et d’aprés Partie -1I-3-a) D, =|a, +00o].

Partie -1II-

1. Soit [a,b] C Dg, Vz € [a,b], |Fn(z)| = Fu(z) < Fn(a) = supgepqp) |anFn(z)| = |an|Fn(a) et
a € Dg = 3, SUPye(qp) |anFn(z)| converge = 3 anFy converge normalement sur [a, b].



Concours MP — Corrigé de I’épreuve de Mathématiques I

2.¥n € N, z — a,F,(z) est continue sur ]0,+oo[C D, fraction rationnelle et Y anFy

1.

2.

converge normalement sur tout segment de D, = = +— Z 20 @nFr(z) est continue sur
D,.

.V > 0, log Fn(z) = logn! — Y p_olog(z + k) et © — — > ¢ o log(z + k) est dérivable sur

]0,4+c0[. D’autre part Vz > 0, T?ﬂﬁ(;% =Y o E}E =

() 1 — 1 1 & 1
< B < Fo(z)(= .
Montrons queEZzlxlﬂglog(1+ﬂ) Y >0

Soitw>0,Vk21et\7’t€[k—1,k]ona—7gxitgx+k ;=

k k k
S apdt < [ Fadt < i srmdt = Thor mr S Yot log(z+k) —log(z+k—1) <
S opol T = Lo 3% S log(1+ %) d'ou le resultat.

Soit o, 8] Cloa, 400, on a: Vz € [, ], |Fu(z)| = Falz) < Fn(a) et = +log(1+ %) <

T an Fr(o)|(L+log(1+2
14 log(1+2) d'on ¥z € [, A, [F4(@)] < Fa(a)(L+log(1+2), 2 ollaioslrs)

lanFr(@)|(L + log(1 + 2) ~ Beloell soit 0, < of < @, on aifernd ~ IS 0

= o(%&l) et > ,>1 % converge absolument car Y n>1 00 Fn(cf) converge

—1=

an|Fn(a
= ogn)-

absolument = ¥, |anFa(a)|(1 + log(l + 2)) converge => ), anFy, converge normalement
sur [a, ,6] et donc converge normalement sur tout segment de Jog, +o0f.

On a: & — anFy(x) est de classe C! sur |o,, +oo[ (fraction rationnelle), 3~ anFy, converge
normalement sur tout segment de }og, +0o[ et 3, anFn converge simplement sur Jog, +00]
donc F =3 > OanF est de classe C! sur Jog, +oo|.

Partie -IV-

(a) On a: Vt €]0,1], {;— = exp[n(m +logt)] = 0, = t" = o(-k) = ant™ = o(%2) or
z € Dy, 3, % converge absolument = Y ant™ converge absolument.
(b) VneN, on a: f : t— (1 —t)* Lant" est continue sur [0, 1], au voisinage de 1

[ fa(t)] ~ (—I{%S%L_—z qui est intégrable au voisinage de 1 ssi z > 0 et

1 1
/ ulO)]dt = laz] / (1= "1 dt = [an| Fa(2)
0 1]

or 3, anFn(x) converge absolument = >, fol | fn(t)|dt converge , d’aprés théoreme
intégration terme a terme

-1 -1 - = ! -1 =
/0(1 £)*"1S(t)dt = /(1 t) (Zoant )dt = Zoa"/o (1—t)" 1t dt=:/_:6anFn(m)=

(a) Ona: ¥ % =3 .5 converge absolument ssi > 1 d’ott Dy =]1, +oo] et pour

n nt

tout z € Dy =|1, +00[ on a:

+oo +o00 1 . 1 . +o0
;Fn(x):ganFn(m)z/O (1-1) S(t)dtz/o (1-1) (nzth Yt =

fo (1—t)y*~ l( fo t):‘“gtth un changement de variable u = 1 — ¢ et on
utilisant Partie I 3 b) on aurra 3% Fp( fo (1 —uw)Nu"2du = Fy(z — 1).
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n |ondl
(b) Soit z € C* et ap = Zy. l—(’@lg = nlj—’l(l + 1) - 0= 3, % converge absolument
= Dy =0, +o00. i
+o00 e
F(z) = / (1—-t)*~ I(Z dt / (u)* L exp(z(1-u))du = expzf (u)* ! exp(—zu)c
expzfo w)rt S (_ (=2 gy comme la serie de fonction Y, (— z)"“ ~ converge

normalement sur [0, 1], on peut intégrer terme a terme :
+00 n n +00 n
z (—Z) - (=2)
F — _ n+x ld —
(=) §)$($+1)~-($+ﬂ) eszZ / “ 7;)n!(a:—kn)

3. Soit g : (z,t) — (1—t)*"1S(¢t) est continue sur |o,, +00[x]0, 1] et admet une dérivée partielle
par rapport & z et —3(33 t) = (1—t)*"18(t) log(1—t). Soit [ex, 8] C]oa, +00[,Vz € o, 5] on a:
(L= 15(1)] < (1~ D280, (1~ ) S(t) log(L )] < |(1— 1)~ 5()log(1 - 1)] qui
sont continues sur [0, 1] et au voisinage de 1 < |(1 —#)#~15(t) log(1 —t) = o((1 —t)*~1S(¢)),
d’aprés Partie -IV-1-b) les fonctions t — (1—t)*~15(t) et t — (1—t)?~15(t) sont intégrables
sur [0,1] d’ou le resultat.

4. On a d’aprés Partie -IV-1-a)) " a,t™ converge absolument sur [0,1[ et d’aprés Alembert
Y1 ~£ converge absolument sur [0, 1] donc leur produit de Gauchy > bnt™ converge

absolument avec by =0 et Yo > 1 by = — Zz_é na"p et on a:
Zb t”*(Zant" (— Z——)-— t)log(l —t).
n=0
5. {(a) TJ:’:] L;:—"il = n_l e L E;__é n"""p] E e nlm ;;é 7|12f_;|) un changement d’indice
kzn—ponaurra
N |bn
> on=1 “r‘ﬁl <X I%'(Zk 1 k(kip)r)
(b) SoitpE{O,l,--- —1}, Yk > 2ett€£ —1,K] ona:%kg 1<
1
(k“‘P“ DE<(t+p)” < (k+p)* = fk 1 k(k—:ll-p)“dt < Jo—t mpEdt =

—-p 1 1 1
RpE S < Je- | Tt = Iy e S < K e 0t OF fEpE @ o
1

Vi > 0,t — 57 est intégrable au vmsmage de +o0 donec t — t(t -&p)” est intégrable au

. N-p_ 1
voisinage +00 = 3 R (p+1)r + Tt wHEE < (p+1>»°) + I
+oo 1 — (ptl p+l 1 p+1 ]
© L e dt 1 t(t+p e ot + p+1 t(t+p)zdt N weprdt = <p+1 f1 pdt =
log(p+1) 400 1
e € p+1 t(t+p) T Y < Jpy1 mrrdt = z(p+1)°’ D’ou

N-—p

Z 1 +Zp 11 log(p+1) | 1 1
kl»+p T+ ZEE+pT T ()T (1) zlpt e

1 log(p+1)
(1+z )p+1 + prE
(d) On a: (plﬁi)x 1—%%’ = Zp GinE converge absolument .
: " log(p+1) _ (& log(pt1)
D’autre part soit o, < 1’ < =, Gp o = © p:; = }: GpprT)E converge

absolument par la suite 3, -, z, converge absolument
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converge absolument donc Enzg bnFy(x) converge absolument Vx € D,

6. On a3, o, &
d’aprés Partie -IV-1-b)
+oo 1
") bat™)dt = / (1 —t)*~18(t) log(1 — t)dt
0

400 1

S buFu(a) =/ (1t

n=0 0 n=0
:::()) bn P ()

et d’aprés Partie -IV-3 on aurra F'(z) = 3





