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L’usage des calculatrices est strictement interdit.
Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté de la
rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans

le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Le long de ce sujet, on désignera par

e N un entier naturel tel que N > 2.

e (e1,...,ex) la base canonique de R".

e < ./.> le produit scalaire euclidien sur R". défini par

N N N
< xly >= ZI,-_yi, SLT = szei o Z Yi€;.

=1 i=1 i=1

e M (N, R) l'espace des matrices carrées réelles d’ordre N.
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Probleme 1 Soit J = (aj)1<ij<v € M(N. R) la matrice diagonale telle que

an =1, a; =-1, pour 2<i< N.

Partie I 1/ Montrer que Vz,y € RY, <z/Jy > =z1y; — N, Ty
2/ Soit A £ M (N, R) vérifiant la propriété suivante — =
(P) ¥z,y e RY < Az/JAy>=<z/]y>.

[ ——
a; Montrer qu'on a " équivalence entre les trois propriétés suivantes:
1} A verifie la propriété (P).
i)Vre RV, < Az/JAz > =< z/Jz >
i) FAJA = J.
"4 4tant la matrice transposée de 4 (ieVr.y 2 RY < Az/y>=~< /"4y >
b Soit Gy = {A = M(N.R/A vérifie "r.', proproété (Pl
i) Soit A = Gy, montrer que |get 4| = 1. :
1i) Montrer que Gy est un grcupe pour !a multiplication des matrices. * . 7.
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:‘artle 11 Dan cette partie, on prend NV =
/ a) Montrer que

. N » 255 0 ’
Gn—{(b Ea’}',E’c{—l,if ln—_Rera—bzl} .
b) En déduire que :
[ € ch(t) e sh(t) X e
== . 5 =i , €4 = €1€2€3 i ’1{
G2 l( €3 sh(t) €4 ch(t) ) i S -1t i ee =i .

2/ On pose Gy = J-l(t ( \?\):tEIRl.

a) Montrer que Go est un sous-groupe de Gs.
bj Soit £ = R trouver P inveisible-tel que P~ A(¢)P soit diagonale.
c) Iontrer que G» est isomorphe au groupe (R +).

\
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3/ Soit B = . .
1 0/
a)Calculer B?, p =[N
b Meontrer que
2n %kak
- N
7t R A(tl= lm ) .
iU = \ Y aieery W 'A_‘\ ~ .
r=t}




Partie 111 Dans cette partie, on prend N=3.
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1/ Déterminer |'ensemble Jdes matrices VW de G vérifiant {
\

}:"(t/‘ yl‘ /
{ y"(i.» = z(t)
{ Z(t)=0

2/ Resoudre le systeme différentiel

[ 3 2 2 \’
3/ Seit A= 2 2 1 |
\2 1 2/

1) .\L:nrror que A £ 63
b) Diagonaliser A et calculer A7, p €N
¢! Trouver un vecteur V = {(a.b.c}. a.b,¢c € Nnon tous nuls, tel que i

<V/JV >=0.

1. Donner une methoce pour constriiire a partir de V une infinité de solutions
- c

ie Fermat: r- =y — = avec r,y,z €N
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Partie I Soit ug une fonction continue a valeurs réelles, de classe C* par morceaux,imy:
2t ';’Tr-;)eriodique 01.3 que ug(0) = ug(w) = 0.
1/ a; Montrer que

- =2 mw
Yze R uz) = Z besin(kz), ol b = — / uo(x)sin(kz) dz.
= 7 Jo
o) Montrer que limg—— 4oobe = 0.

1\

2/ Pour (z,t) = [0, 7] x [0.400], onconsideére la fonction

(x) u(z.t)= > bre~**+ V¢ gin(kz).
= :

' Montrer que. pour tout « > 9 et tout p €IN

1 o -k +la
um K7 i€ ¢ s
A

b} En déduire que u est de classe 0 sur [0, 7] x]0, +-00}.
¢) Montrer que u est sclution du systeme:
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3/ Soit v une fonction continue sur [0, 7] x [0, + 00|, & valeurs réelles, de classe O
sur [0, 7]x]0, +oco[. On pose

G(t) = /0 " vX(z,1) da.

Ve

a) Montrer que G est continue sur [0, +oo[ et de classe C? sur ]0, +o0].
b) On suppose que v vérifie
v 0%v
E(x,t) - B—xi(x’t) + v(z,t) =0, Vz € [0,7], V¢t> 0,
v(0,t) = v(m,t) =0, Vit>O0.

i) Montrer que

32

R 0% '™ (v \?
Vit > 0, /0 U(I,t)-‘d?(lf,t) dz = —/0 <£(I,t)> dz.

ii) En déduire que G est décroissante sur [0, +0o0].
c) Montrer que si v vérifie en plus, la condition initiale

_Vze [O 7], v(z,0) =0,

alors v est identiquement nulle sur [0, 7] x [0, +o00].
d) En admettant que la fonction u donnée par (*), est continue sur
* [0, ] x [0, +00[, montrer que u est I'unique fonction a valeurs réelles,continue sur

[0, 7] x [0, +00], de classe C? sur [0, 7] x]0, +00[, qui est solution du systeme (5).

Partie IT Dans cette partie, on cherche une solution approchée du probléme (5).
Soit N un entier positif. On divise l'intervalle [0,7] en (N + 1) intervalles de

longueur égale: h = s

On considere alors, la matrice carrée d’ordre N , définie par:

af 2L 0 L 0D, )
=F et =1 i S ¢
1
AN:ﬁ
0 0 -1 2 -1
0 U= 2
4




