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Exercice

1. Yxe|-1,1[,Log(1+x) =Z

2. Si la série entiére Z a,x" a pour rayon de convergence R > 1 et si sa fonction somme

y(x)= Zanx" est solution de ( * ) sur ]—1, 1'[ alors y est C® sur |-1, 1[ et
n=0
Vxe]—l,l[ :

x2 y(x)= i n(n-1)a,x"

n=0

4xy'(x)= Z4nanx"
n=0

Q0
2y(x)= D 2a,x"
“n=0

0 n-1
Log(1+x)= > (1)
n=1 n

Donc :

22 GRO
2a0+ Y [(n* +3n+2)a, ——1—]1x"=0.
n=1 n )

On en déduit que :

0 (_l)n—l n .
= E —_— st solution de ( * -1, 1}.
y(x) Z n(n+1)(n+2)x est solution de ( )sur] [

3. a)Larégle d Alembert permet de conclure que le rayon de convergence est 1.




b)Ona: —___l_._ = _1_ -
nn+1)(n+2) 2n

1 + 1
n+l 2(n+2)

e "y . G G Vi
Les trois séries enticres de terme général respectivement 5 , - 1 et
n n+

1yl
Ch7 ont R = [ pour rayon de convergence.

2(n+2)

D" h DT L & G,
Donc V xe|-1,1[, y(x)= nZ:] o ; gl 2(n+2)
De plus Vxe] | 1[\ {0}:
z( D cre L Log(1+x)

o1 (n+1) Pyt n x
[o o] (_l)n—l n 1 o0 (_I)It—] n 1 # x2
—x" = x'= Log(l+x)—x+—
El 2(n+2) 2x2,§3 " oy (Log (1+x) 2
On en déduit que V x e |-1, 1]\ {0}:
(x+1)? 1 3

= L l+x)- —= =

Y(x)= S Log (1+x) = o= =

On sait, d’autre part, que y(0)=a,=0 etqueyest C” sur ]—1 , 1[.

11 en découle que :

2
1
y(x)=(x2;i) Log(1+x)- P % Vxe]—l,l[\ {O} et y(0)=20

. Notons ( H ) I’équation homogene associée 4 ( * ) :
2
xy'+4xy'+2y =0 (H)

Le coefficient de y** s’annule en 0. Donc ’ensemble des solutions de ( H ) sur ]0 , 1[
est un espace vectoriel de dimension 2.
La fonction x —x” est solution de ( H ) si et seulementsi: 7 (r-1)+4r +2=0

Donc les fonctions x — 1 et x> —17 sont solutions de ( H ) sur ]O , l[.
X x“

. Connaissons les solutions de (H) et une solution particulié¢re de ( * ), on peut
conclure que les solutions de ( * ) sur ]O , 1 [ sont de la forme :

NN £+_?+(x_+1>_

Log(1+x)— 1 iavec a,beR.
X x 2x 4



Probléme

Partie I

1/ -Onpose s=-t,onobtient le résultat.
-Onpose u=x+s dans la deuxiéme formule (ou bien u = x — dans la premiére
formule).

2/ -Si f estpaire : Pourtout xeR,ona:

Pa(f)(-x) = —2-1; fl S(=x~ndt= i [ f+ndt=0,(/)x) , donc g,(f) est paire.

+ - Si f estimpaire : Pourtout xeR,ona:

PolN8) =5 [ S (=t == [* f(40)dt =—0,())x) ,done ,(/) est impaire.

3/ a) f(x)=x,danscecas ¢,(f)(x)=x,donc qpa(f):f'.

x sha sha
b) g(x)=e" ,dans ce cas ¢a(8)(x)=—a-ex,donc %(g):Tg'

c) h(x)=sinx , dans ce cas ¢a(h)(x)=gysinx , donc gpa(h):ffﬂh_
a a

d) k(x)=. | x! , dans cet exemple on remarque que & est paire t donc d’aprés 2/ @, (k)
est aussi paire, il suffit alors de calculer @, (k)(x) pour x>0. Dans ce cas, on trouve :

i[(x+a)3/2 —(x—a)3/2], si x>a

pa(B)(x)={ 3¢
3i[(x+a)3/2+(a—x)3/2], st 0<x<a
a

4/ a) On peut par exemple voir Jjj:f(t)dt = J:_TTf(t)dt+ J'_];f(t)dt+ J';”'f(t)dt,

T u=t+2T +T
ona: _[_T f@a = - J; f(u)du, ce qui donne le résultat ; ou bien on peut poser

T
O(x)= I:ij(t)dt , @ est dérivable sur R etonapourtoutxeR :

@' (x)=f(x+T)—-f(x-T)=0, car f est 2T — périodique, par conséquent




@ est constante : O(x)=D(0) = fo(t)dt.

b) Si f est 2a-périodique alors , d’aprés a), ona: pour toutxeR,

e, ()x)= -2—1— f f(®)dt, et donc @,(f) est constante.
a —a

5/ a) Comme f est continue sur R, soit F(x)= J: S(t)dt une primitive de f , Festde
classe Clet sa dérivée est fetona ¢,(f)(x)= 2L[F(x+ a)- F(x-a)], donc :
a

@) =2i[F'<x+a)—F'<x—a)]=—1—[f<x+a>—f(x—a)1.
a 2a

b) Si f estdeclasse C" alors F estdeclasse C™' et g, (f) estdeclasse C™*'.

Partie 11

1/ a) Nl estclair que ¢, : f—>@,(f) est linéaire ( par linéarité de I’intégrale), de plus
pour tout / dansE, ¢,(f)estdans E,donc ¢, est un endomorphisme de E .

b) Ker(@,)= { f €E tel que f est 2a~ périodique et j_" fO)dt = o}.

2/ a) Pour 0<p<n, @, (up)(x)=2a—1—[(x+a)p+l-—(x—a)pH]

(p+1)
- _L__[%lck xp+l-k (ak _ (_a)k)]
2a(p+1)- = P
1 2j+l _2j+l_p-2j
_ ( C2* g2+l p-2))
a(p+1) 052j§5p+1 at

De cette expression, on conclut que ¢, (u,) est une fonction polynéme de degré exactement

égala p, le coefficient de x? est 1 (il correspond au terme de la somme pour ;=0 ).

¥




b) C’est une conséquence immédiate de I. 2/ a).

2
Lo 2203 (10 a*3 0
01 0 4
3/ a) Pour n=2,0ona M,=|{0 1 0 |etpour n=3,0na M, =
00 1 0
0 0 1
00 0 1]

b) Le coefficient (m, ;(a)) est nul dés que i> j, car @, (u )=, (x’) estun polynéme

de degré égal a ;. Donc la matrice M, est triangulaire supérieure.

c) Les coefficients sur la diagonale sont tous égaux a 1.

d) La matrice M, est triangulaire supérieure, ses coefficients diagonaux sont tous égaux a
1, donc elle posséde une seule valeur propre égale a 1 .

i 1 2j+1 2j+_i+2-2)
4/Ona: g,(x"*%)=—( Cli a7 'x 7.
‘ a(i+3) 052;%5143 ok
(G +1D(i +2)a?

Donc le coefficient m; ;,,(a)= p

5/ a) Puisque les deux premicres colonnes de M, -1, ; sont nulles , le rang de cette
matrice est » <n-—1, d’autre part, en supprimant les deux premiéres colonnes et les deux
derniéres lignes, la matrice obtenue est une matrice triangulaire supérieure d’ordre n-1 , ses
éléments diagonaux sont m; ;.2(a),1£i<n-1, qui sont tous non nuls, son déterminant

<H mi,i+2(a) #0,d’otlerang est r=n-1.
1€i<n+2

b) On sait que dim Ker(p, —id)+rg(p, —id)=dim P, =n+1,
ce qui donne dim Ker(p, —id)=2.

6/ a) Le sous espace P est engendré par uy=1 et wu;=x,ona @,(uy)=uy et

@,(u;)=u, donc P, estinvariant par @, .

b) D’aprés II. 5/b) et II. 6/ a) il n’existe pas de fonctions polyndmes de degré
strictement supérieur a 1 invariantes par ¢, .




7/ a) D’apres ce qui précéde si f est une fonction polynéme de degré inférieur ou égal a n ,
alors @,(f) est une fonction polynome de méme degré : donc & est stable par @, .

b) - Soit f € Ker(p,),avec deg(f)<n,alors fe P, .Comme larestrictionde ¢, a
&, est injective alors f =0. Ainsi la restriction de ¢, a Pest injective.

-Soit ge P ,avec deg(g)<n,alorsge &P,. Comme larestriction de ¢, 4P, est

surjective alors g a un antécédent par cette restriction . Ainsi la restrictionde ¢, a & est

surjective.

c¢) Puisqu'ona ¢, (u;) = uy, alors 1 est une valeur propre de la restriction de @, & P.
D’autre part si ge P tel que ¢,(g)=4g,ilexiste ne N telque ge P, . D’aprés 11.3/ ¢),
A=1. Ainsi, la restrictionde @, & & posséde une unique valeur propre A=1.

Partie II1

1/ Dans la formule ¢,(f)(x) = zi J-‘: f(x~=1)dt, on voit que si f est 2x — périodique alors
a -

@,(f) estaussi 27 — périodique. Donc D est stable par @, et comme on sait déja que @,
est linéaire alors ¢, est un endomorphisme de D.

2/ D’apreés le théoréme de Fubini ,ona:
1 pr———— 1 7 ra—— 1 a ¢r ——r
0N ) =5 [ (DOt =— [ ([ T+ sdygyde=— [ ([ S+ )g0dnds

Enposant u=t+s , en utilisant II. 4/ a) et le théoréme de Fubini , on obtient :

@alN/®) = —— [ ([ T+ ig@deds

u=t+s

1 T+s ———
= [, Tgu-s)3wds
= — [ ([ T gu-s)duyds
Fubini

=" [ TG [ gt sy

= o[ T, (e
= (f/,(8)




e, ,sin=0

3/ a) goa(en):{smnaen n#0,
na

c,(f), sin=0
b) Ona cn(¢a(f))=(en/¢’a(f))=(¢a(en)/f)= sinnac (f) sinx(
na " ’ - '

4/a) Pourtout n#0,en majorant |sinng| par 1 et en utilisant I'inégalité 208 <a?+ B2
avec a = 1 et 4 =}cn(f)| , on obtient :
n .

I 1
lcn(%(f))]Sz(h—z—ﬂcn(f)]z).

b) La série de terme général — est évidemment convergente, le théoréme de Parseval
n

(. . 2 ST
assure que la série de terme général ]c,, f ), est convergente. L’inégalité précédente permet
alors de conclure que la série de Fourier de ¢,(f) est normalement convergente et par suite

elle est uniformément convergente sur R.

5/ a) Lafonction g estimpaire,ona: cy(g)=0 et
_ 1 pn —int
en@)=5—[ e ™dr
__1~ 0 —int T —int
= [,e®e ™ar+ [" g(r)e™™dr)
_ 1 (n —int int
=, g™ ™
1
=-— | =2isinntg(t)dt
. f g(1)
-
=— | t(x —t)sinntdt.
— [«z-nsinn
Deux intégrations par parties permettent de trouver :

0, si n est pair

=2 ny_ ) _q4:
cn(g)—?[l—(—l) 1= —531 , Si n est impair.
m
La série de Fourier de g est




S, (g)e™ = Z _—_i;_ein.x -y -4 . i2p+hx 4i : ~i2p+)x
neZ nezZ M p20 7(2p+1) p20 z(2p+1)
nimpair
On peut I’écrire sous la forme :
= Z ———sin(2p +1)x.
7 p20 (2p )
La fonction g est impaire, on aurait pu calculer les coefficients trigonométriques de Fourrier

et trouver directement sa série de Fourier en série de sinus an sinnx avec
nxl

=££Ig(x)sinnxdx .
T

b) La fonction g estde classe C 'sur R, elle appartienta D , d’apres III. 4/ b) sa série
de Fourier est uniformément convergente sur R . En particulier :

VxeR, g(x)=— Z———l—)sm(2p+1)x

p>0(2p
0 p 3
En prenant x = 1 on trouve Z —(——2—— =z
2’ p=0(2p+ 1) 32
< 1 P
La formule de Parseval donne : Z =

pm0(2p+D)° 960

6/ a) La fonction g est impaire , d’aprés I-2/ la fonction @,(g) est aussi impaire. On va

donner ¢,(g)(x) pour x>0 et a=§.‘

1 @x+x
s @)= [ s

3

-Si0<x<—:

[\ ]




1 1 m+m/2
() = — [ gwdur— [T g(u)du
2
= ~1— /Z_Xg(—u)dzH-lEHﬂ/2 g(u)du
4

b

i

- /2 /12
——1 Xg(u)du+l-g+” g(u)du
/4 Vi

=1 priz- 1

Iu(7r—u)du+—£””/2 u(r—u)du
/1

= w 2 2
= G

T
-S1 —<x<r1:
2

P, (8)(x)

2

;lr— .['_”/Zg(u)du +% [”/2 g(u)du

1 1 g2

;f_mg(u)du+;[ g(v+m)dv
1 1 g2

= — [ gdus— [T g(v-mav
1 1 w-x/2

= ;f_zlig(u)du—;f g(mr—v)dv
1 1 @-nn2

= ;f_”/zu(ﬂ—u)d —;f v(mr—v)dv

2 1,

= -2+ m-—n
37 2 6

b) D’aprés III. 3/b) lasérie de Fourier de ¢, (g)(x) est:
2

_NP
1-62- Z—L—l)—?sin(fl p+D)x.
77 p20(2p+1)

Partie IV

400
pl 7 lgins =rl"I,comme 0<r<1,lasérie Zr'"' est convergente et par

n=-o

1/a) Ona

+o0
conséquent la série Zrl | e'™ est normalement (donc uniformément) convergente sur R,

n=—ow0

ce qui prouve que la fonction x —— 4, (x} est bien définie sur R.




4.(x) = Zr’ "leim‘ﬂ-‘r Zr"ei”"

n<-1 nzl

= 1+ Zrne‘imc + Zr"eim
n2l nxl
re ¥ re”
= 1+ —+
[—re 1—vre
] -2

ix

= A (x)= 5 -
1-2rcosx+r

b)ll estclairque 4, € D, 4, 20 et

1 (7 —lnml”l'[—lmlnlﬂ't_
;J_,,Ar(’)d‘—g[,xn;: M= X [7 emar=1.

La permutation entre intégrale et série est justifiée par la convergence normale.

2/ a) Puisque fe D ,(|c,(f)]) estbomnée et le raisonnement précédent permet de

+00
conclure que la série Zr | lc A()e™ est normalement (donc uniformément) convergente

H=—00

sur R, ce qui prouve que x——> P, (f)(x) est bien définie et que P,(f)e D.

b) Pourtout xeR,ona:

PO (x)= Sritle (e

n=-a

- i Sl e an e

n=—a

1z & |n| in(x—t) ’

n=-w

- L [* rd, (x—nat
27 &7

1 T
= — I_” f(x=0A.(t)dt .

¢) En utilisant L J‘_” A, (t)dt =1, on peut écrire :
2

PN = ()= 5= [T (f(x=0)= () 4, (0.

10



£ est uniformément continue sur R:
Ve >0,3a >0, telque si [x—x'|<a alors |f(x)-f(x)|<se.

Doncsi |#|<a, (on peut supposer que & <7 ), alors | fx=n—f(x)|s¢.

e L7 1 ¢-o
IPr(f)(x)_f(x)i < a—; Jlﬁ'f(x—f)_.f(x) 'Ar(t)dt < 5;]_” If(x«-[)-—f(x)lAr(t)dt+
1 re 1 o7
’2‘;f_a!f(x—t)—f(x)lA,(t)dH o J'a =)~ £ (0|4, (0)dr

Ona: 51;I_Z]f(x—t)—f(x)]Ar(t)dtSa,pourtout xeR.

lim A4,(t)=0, pour tout re [a,ﬂ], donc il existe 0<ry <1 telquesi ry<r<1,
r-»1"

0<4,.(H<e.
ce qui donne :

L [Tre-0- el < |1l e
7T Ja
Un raisonnement analogue permet d’obtenir que :

[ e-0- el @ <)), e

On en déduit alors que :

lim [ sup | (/=) - () | ]=0

r—1 xeR

11




