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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, 3 la clarté et au soin de

la présentation. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé.
Il est rappelé que tout résultat énoncé dans le texte peut étre utilisé pour traiter la suite,

méme s’il n’a pu étre démontré.

Exercice

Soit n un entier naturel strictement positif, on pose

1 2 1 .
fn () = ;r'fo (1-xcost)™ dt. !

1/ Montrer que f, est définie sur |—1,1[.

2/ Montrer que pour x € ]—1,1[,ona fi(x) = \/—“;‘i;z

3/ Montrer que la fonction f;, est declasse C! sur |—1,1[. Donner I'expression de

fa(x) .

4/ a) Montrer que pour tout x € ]—1,1], onala relation suivante :
nfn+1(x) = an’(x) + nfn<x)'

b) Calculer f, et f;.
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v = e -

5/ Montrer que pour tout n € IN*, il existe un polynéme P, € IR[X] te! que :

Pn(xz)

VX E ]—1,1[ ’ f;[(x) = (I_XZX’H—I/Z'

6/ a) En effectuant dans (" - dt le changement de variables défini par

‘0 (1-xcost)™

montrer que

B, (x?) = ;tl-fo”u + xcos8)""1 d6.

b) Montrer que pour tout k €IN,ona:

1 (7 « (0, si k=2p+1
—[ (cosB)*de ={ (@2p)! °
TJg

@pp? 1T

c) En déduire I'expression des polynémes P,, et P,,.,, n € IN".

7/ Montrer que pour tout n € IN* f, admet le développement en série
entiere suivant:

_ (n+2p-1)! 2
Vx € [-11[, filx)= ;ozo.fn—-l)."(zl’p!\i v

Probléme

Soit E I'espace vectoriel sur IR des fonctions définies et continues sur l'intervaile
p

[0, ], a valeurs réelles. On munit E du produit scalaire :
(f/9) == [ FX)g(x)dx

Pour f € E, on pose:

A= If@ldx o I =TTD o Iflle=maXoee (0] .

Pour n €N, on note s,, et ¢, les fonctions définies sur [0, 7] par:

, o :
o (5p(x) =sin(nx) ) et [ . c,(x) = cos (nx) . "

‘
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Partie |

1/ Soit f unélém=ntde E et (Fy(x) = foxfﬁt)cif)la primitive de f sur [0, 7] qui

e

s’annule en 0.

y'(x) =-fx),
y(0) =0,

Montrer que sur l'intervalle [0, 7], le systéme suivant :
1 rm
Y'(0) ==J; Fo (Dat.

admet une solution unique qu’on notera S(f).
2/ Montrer que pour toutx € [0, 7] ,ona:

SN =-J; Fy(t)dt+ - Jo Fo (Ddt.

3/ Déterminer S(f) lorsque f estlafonction définie par f(x) = m — x.
4/ Pout tout entier naturel n , calculer S(c,).

Partie i
1/ Montrer que f — S(f) est un endomorphisme de E .
2/ Déterminer son noyéu et son image. r

3/ Montrer que pour tous f g€k, ona:

SH/9) =({/5(9)

4/ Soient f , g € E, des vecteurs propres de S associées a des valeurs propres
distinctes a et [ . Montrer que f et g sontorthogonaux. [—

Partie il
1/ Soit A une constante réelle. Résoudre I'équation différentielle suivante :
Ay"(x) +y(x) =0
2/ Déterminer les vaieurs propres de S et les sous-espaces propres correspondants .

3/ Montrer que la suite (S,),s: forme un systeme orthonormal dans E.
T

4/ Soit f unélémentdeE. Pour N €IN*,onpose: fy = Yn=1(f/Sn)Sn.

Cn désigne par f la fonction définie sur IR, 2w —périodique; impaire ui coincide
avec f surlintervalle ]10,7[ et vérifiant la condition suivante : en tout point x € IR

mm——
|
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f@x) == (limpo+ (f Cx + B) + f(x = ).

Que représente la fonction fy pour la fonction f ?
5/ Dans cette question, on prend f la fonction définie sur l'intervalle [0, ] par:
f(x) = x(m — x).
2) Déterminer danscecas fy .
b) Etudier la convergence de la suite (fy)y -

—1)k
c) Calculerlasomme Z’zo(z(T:)n—S'

1
d) Calculerla somme )5 ,———.
) Zic=o (2k+1)6

Partie IV
1/ Soit f un élément de E. Pour tout x € [0, 7], on pose :

T(H(x) = "—;"- Ctf(Ddt + : JI (- 0)f (D).

a) Calculer (T(f))'(x) puis (T(f))"(x).

b) En déduire que pour tout x € [0, 7], S(f)(x) s’écrit sous la forme
b4
SF() = f K (x, O)f (£)dt
0

t(n—”_x), 5l 0<t=<x,
ou K(x,t)= o
i SEEli< x <t = T.

?

2/ a) Vérifier que pourtousx,t € [0,],ona: [K(x, t)| < x(n;[—x)~

b) En déduire que pour f € E, [|S(f)lle S% AN

3/ a) Calculer fO”(K(x, t))? dt.

b) Soit f € E . Montrer que pour tout x € [0,],on a:
x(m—x)
OO =T

¢) Conclure que [|S{f)]le < %”f”z .
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