Epreuve de Mathématiques ( Technologie )

Corrigé
Exercice
1
On pose @(x,t) = (1-xcost)™

1/ Si x| < 1, lafonction t = @(x,t) est continue de IR vers IR, donc I'intégrale

27 1 . g s ‘ s
fo mdt est bien définie. Par conséquent f, est définie sur ]—1,1[.

1 21 1 1 m 1
2/ Ona fl(x) “‘2—7;./‘0 1—xcost dt 40 1~xcost de

On effectue le changement de variables u = tané, on obtient :

2 4o 1 1
pourtoutx E]—l,l[, fl(x) = ;r-f() mdu = 1—-x2"

_ 1 -
EE—— est de classe C* sur |—1,1] x [0, ].

3/ Lafonction (x,t) - @(x,t) =
D’apreés le théoréme de dérivation sous le signe intégral, f,, est de classe C sur

’ _n 21 cost
]-1,1[etonapourtout x € ]-1,1] £,/ (x) = ~ Jy __(1~xcost)"+ldt'

b) En utilisant la relation précédente, on obtient f,(x) = (1 — x?)™3/?

et f(x) =22 +xH(1—x2)72

5) On procede par récurrence. La propriété est vraie pourn = 1 avec P; = 1.0On

Pp(x?)

suppose qu’elle est vraie a Fordren: f,,(x) = o1z en utilisant la relation

établie dans 4/, on trouve que la propriété est vraie 3 'ordre n + 1 avec

P, (w)= %(Zu(l —wP () +n+(n—-DwPk,(w).




x+cos6

7’

6/ a) Avec le changement de variabl éré,ona: cost=
/ a) e gement d ble suggéré, F—

dt=v1—x2- <

1+xcos6’

Ce qui donne f, (x) = (1 — x2)™"*1/2 x = [(1 + xcosf)""1 df .

Par suite P,(x?) = %fon(l + xcosB)""1 d6.

b) On pose J, = ifon(cos,‘@)" d@ . En utilisant une intégration par parties, on

obtient Ia relation de récurrence :

kj, = (k—1)Jx_5.Comme J, =1 et /; = 0, on en déduit que

b) En développant, on trouve :
i) = %fon(l + xcosEHdg =T L x®.

En tenant compte du résultat précédent, on trouve
2\ _ y'n-1,2p 2pk 2n-1)! 2p
Hope ) = Zp 0 Con- 1]2px = Zp:o (2n—2p—1).’(2pp.')2x ’

(2n —1)!
Py (x) = Z (2n— Zp Y (prl)z %

(2n)! >
p
Pon 12 (%) ‘ZC Japx™ = £ (2n - 2p)! 2Pph2 "
(2n)! p
CTOEEE
1
7/ Ona f(x) == - mdt, comme pour tout x € |—1,1[ et pour tout
1 = k(n+k k. k = < ol .
te[0 n],m =D (— ) ——\'k—l(cost) x”*. On en déduit par intégration
- v <k (n+k-1) - (n+2p-1)! 2p
que /‘Tl(x) “Zk:o(—l)x (n-1)!k! ]k\’ D OU fn \‘> p b(n 1)! (—,pp )2 X
]

2]




Probléeme

Partie |

x 2y
3/ Danscecas S(f)(x) = 5 ——2—-+—3—.
Partie li

1/ On vérifie que S(af + g) = aS(f) + S(g).
Ker(S) = {0g}.
Im(S) ={g€E /ge C?*0,n] et g(0) = g(m) = 0}.

L
2/ - sin=0, S(cp)(x) ===
h o ()" A o
- Sin==>1, S(Cn)(x) T n2 cos(nx) + mn2 e ;V’(‘\L

3/ Soient f, g €E ona:S(A(x) =— [ F (c)dt+§ Jy Fy (Ddt et

S(g)(x) = - f; G, (t)dt + Efoﬂ G, (t)dt, ou F, (resp. G, ) désigne la primitive de f

(resp. de g ) quis’annule en 0.

Dans fOnS(f) (x)g(x)dx on fait I'intégration par parties suivante :

3|



u=S(f), u=(SF)

v =g , v= —(5(g9)) (c’estune primitive de g ). Puis une deuxiéme intégration
par parties on trouve que : (S(f)/g) = (f/S(g)).

4/ Si S(f) = af et S(g) = Bg ,I'égalité (S(f)/g) = (f/S(g)) donne
(a—=p) (f/g) =0dou (f/g) = 0 et par suite f et g sont orthogonaux.

Partie lll

1/

Si A=0,ontrouve y = 0, a rejeter, car une fonction propre est non nulle.

- Si A>0,ontrouve y(x) = Acosﬁx + Bsin\/%x.

- Si A< 0,ontrouve y(x) = Ach /—%x+Bsh /—%x.

2/ Soit A une valeur propre ( réelle) de S associée a la fonction propre y :
S(y) = Ay.
Ce qui est équivalent au systeme suivant :

{ly"(X) +y(x) =0,
y(0) =y(m) =0,

car la condition y'(0) = i—fonFo (t)dt est équivalentea y(mr) =0.

D’aprés la question précédente, on a:

- SiA>0,ontrouve y(x) = Acos\/%x + Bsin\/%x, la condition y(0) = 0

Si A=0,ontrouve y = 0, a rejeter, car une fonction propre est non nuile.

implique que A = 0 et la condition y() = 0 implique que \/% = n, avec

n € IN".

- Si A< 0,ontrouve y(x) = Ach /—%x + Bsh /—%x, la condition y(0) = 0

implique que A = 0 et la condition y(r) = 0 implique que B =0 , ce qui

donne y = 0, a rejeter.




Finalement I’ensemble des valeurs propres de S est {:1: n e IN'} et le sous-espace

Sy 1 . 3
propre associé a la valeur propre — est engendré par la fonction s,,.
a2

3/ On vérifie facilement que pour tous m,n € IN* .
2 (M. . s m=n
(nls) = ;fo sin(mx) sin(nx)dx = {O o .

Donc la suite (s,,) est un systéme orthonormal.

4/ La fonction f est une fonction périodique de période 2m , impaire et coincide
avec f sur [0,7], (f/s,) = %fonf(x) sin(nx)dx = b,(f) ( le coefficient de Fourier
de f ). Ainsi, fy =3XN_ (f/s.)S, représente la somme partielle de la série de

Fourier associée a f.

.......................................................................................................................................................

5/ a) Dans ce cas b,(f) = éfonf(x) sin(nx)dx = ;zr-fonx(r,r — x) sin(nx)dx.En
effectuant deux intégrations par parties, on obtient :

0, si nestpair

ba() = —5 (1~ (DM =] 8

—3 si nest impair

b) La fonction f est continue, sa dérivée est aussi continue donc sa série de Fourier

converge en tout point de IR vers f(x).

8 in(Zk+1 >
c)Ona:Vx € [0,m], x(m—x) = ;Z,}ffo%a;—f, en faisant x = g on trouve

Zoo (_1)k _77-'_3
k=0 2k+1)3 ~ 32°

1 2
d) La formule de Parseval donne Y ;g —— =
(2k+1)® 960




Partie IV
1/a)Tf(x) = "—;ffox tf(t)dt + i—f:(n —t)f(t)dt.
()@ =2 [y tf (Ode + 2 [[(m =~ )f (D)t
(TH)"'(x) = —=f(x).

b) Ona (Tf)"’(x) =—f(x), (Tf)(0) = (Tf)() = 0. D’apres l'unicité, on conclut
que S(f) =T(f).

2/ a) Evident.

b) En remarquant que pourtout x € [0, 7], l@ < %, il vient :

Vi EE, vx € [0, IS <ZIflL

b) Montrer que pour f € E et pour tout x € [0, 7], d’apres I'inégalité de
Cauchy-Schwartz, on a :

- . 1/2
IS < (f (K(x,t))zdt) £ 1l

IS < ZZ20fl, -






