Corrigé sujet technologie

Exercice préliminaire

l..ur>u*e™ etu> u*" sont positives sur ]0,1]et #*e™ <u™" .

i Lo -
Lu""du converge pour x>0 donc J.O u*™'¢™"du converge pour x>0.

. lim #* (u""e"‘ ) =0 donc il existe A>0tel que 0<u*e™ < —17 U=A .

U=+ u

+o Uy o
comme J'] - converge , alors J‘l u e du converge
u

par conséquent x —I'(x)= _’:w u*'e™du est définie sur |0, + o[ .
2. a. Pour toutréel x>0,

[(x+1)= J:wu‘e"‘du =[—u"e"‘ ];w-i—x J—o’xwu",.‘?e,‘"du =xT'(x).
b. [(n+1)=nl(n) et I(1)= J:me"“du ={—e""‘]? =1,

on en déduit par récurrence que I'(n+1)=n!.

Probléme 1

- Partie 1
Soit ¢ I’application qui & tout P e F associe la fonction polynéme
d’pP dar
t)+(—t+1)—(2}.
P2 1402 )
1. Pourtout P € F,, degp(P)<m ,donc p(P)eF,.
En utilisant la linéarité de la dérivée, on obtient
@(aP + pQ)=ap(P)+pe(Q), pourtout P, QeF, eta, feR,
Ainsi la restriction de ¢ 4 F, est un endomorphisme que ’on notera ¢,, .

2. ¢(vo)=0vo, pour 1<k <m, gp(vk):—kvk +k%,, dou

@(P):t>t



01 O 0
0 -1
. 0 0
ma, (¢, )=|. . k?
-k 0
. 0 m*
0o o0 . . . 0 -m

3. @, posséde les m valeurs propres simples —k, 0<k <m.
De plus dimF, =m +1, alors @, est diagonalisable.

4. L tr—)-l—e i——(t’ ), t>0. La formule de Leibniz s'écrit
jvodt’

1 & J YdiEeH)d )
L (t)=— ;
() j!e ;(j—fj dat®  dt’

o

_J L

g2 e

5. Le calcul domne

SRR S S 4 tz R 2 g
Lt)y=1, L@)=-—t+1 ,f‘:ﬂLz(f)t--z—--—Zt+l , L(t)——-g+—é——3t+1

6. Soit m unentier e LT

al, ZL J )'1) -

(f?’ g i[(l'e)( )( 0+, 2, Johe 4
Comme (ijJ(f') (=0)+ (1 J;'? 1)&&”“” ) J(J'{E}%X”

il vient que @, (Lj ) =—jL

;e
b. Il découle de ce qui préceéde que L; est un vecteur propre associ¢ a la valeur propre —; .

m
F, est somme directe de ses sous espace propres c'est-a-dire F, =@ RL,.
j=0




Partie 2

1.Soit f,g €E.
|f(t)g(t)l < %(f2 (r)+g° (t)) d'ont lf(t)g(t)le"’ < %(f2 (e’ +g° (t)e") .
Les fonctions ¢ 7 (t)e™ et t +> g* (¢ )e™ étant intégrables sur [0,+o[ , il en est de méme

pour la fonction ¢ = f (1) g (t)e™ .

2.Pourtout f,g e E eta, feR, la fonction

ts(af (1)+Bg(t)) e =(af () e™ +2af (t)Be(t)e” +(Be () e

est intégrable sur [0,+o0[, comme somme de fonctions intégrables.

Par suite £ est un sous-espace vectoriel de C° ([0,+oo[) .

3. Il est clair que < | ) est une forme bilinéaire symétrique sur £ .

Soit f € E . La fonction ¢ - f (¢ )e™ étant continue et positive, il vient que

=0 (t)e™ =0, te[0,+0o
R R N I

& f(2)=0, te[0,+o.

Par conséquent ( | } est un produit scalaire sur E .

4. Pour montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E, il suffit de montrer que pour tout
P eF ,lafonction t > P?(t)e™ est intégrable sur [0,+c0] .

Comme pour tout entier & , J:wt *e~dt =T (2k +1)=(2k)!, lafonction ¢ >t e™ est
intégrable sur [0,+<0] . Le résultat en découle.

5. Pour tout couple d’entiers naturels ( j, k ),

<vj lvk>= J:wt"”je"dt =T'(k+j+1)=(k+j)!.

Partie 3

) d o
1.Soit PeF, u(P):tl——;e’Z(P(t)e )

u(P)=—P+%.
dt
- 1 t dj [ =t
2.a.Pour j 2letk =0, Lj.(t)=-J7—!e F(tje )
j~k

a . . ___l t k(.7 ~t
On supposa que pour tout j >1 et 0<k <j l,Lj(t)—ﬁe puE: (u (t )e )

Soit £k +1<j —1.On peut écrire




1 ,d™ N
LJ.(t):;e' dr* (uk (tj )e )

1 ,d7 " (d N
=-_ie W(E(M(ﬂ )e )J

J
1, 7™
- Gl )e”)

Jj—k
Par conséquent pour tout j 21 et 0<k <j-1, L, (t)=_l'e' d (u" (t’)e").
j!

b.Pourj =0, L; =v, =u0(v0),

Pour tout j >1, on peut écrire

L@ =%e’ %(u”I (t’)e")=—l_~!e’ (uj (tf)e")=l..uf (vj).

3.80it g, f e F,
(glu ()= [ Zr (r)eJear
2 pred s »
=[2@)f (¢)e: ':15 ‘E;’%‘(I)(f(t)e )dt

=-g(0)f (°)<f<%v> -

4. a. Pour établir que pour tous j =1 et 1<k < j' ul™ ( . )(O) =0, il suffit de montrer par

récurrence sur k, que pour tout j =1 et ()<k < } -1, u ( ) est une combinaison linéaire

de (v t), o . En effet, pour £ =0, u ( ) supposons que pour tout 0<k <j -1,
( j)= Z Ay, .
Py

Rappelons que pour tout 1<£<j , u(vl)z_ye_;.’zvt__l_'
Pour 0<k+1<j -1,

’“’( ) Ziﬁu(v,) Zﬂ.(v,+€v“)

t=j-k t=j-k
= }f-z v,+Z;ev,l }: ~A,v,+ JZ A (£+1),
b=j-k t=j-k t=j-k t=j—k-1

Ce qui prouve que u** (v ; ) est une combinaison linéaire de (v,) .
Comme pour tout j 21, 0<k <j~let j—k <£<j, v,(0)=0, onen déduit que

pourtout j =1 et 1<k <7, u""( .)(O)=O

b. Soit ge F, montronsque< 1 > < 1 (J)>

)

Pour j =0, (g|L,)=(gl,) =<



Pour tout j 21 et 1<k <j, u/™ (v,)(0)=0, d'od

(5]2,) =8 O, )O -1 {E e, )) =%

ul™ (v ; )>
A X er (-1 /d'g
En réitérant le méme procédé jusqu'a l'ordre j, il vient que ( g le. > =2t (= ).
jU \dt’ |’
5. Soit (j, k) un couple d’entiers naturels distincts(/, k ), on suppose que j <k .

kL >
Vi )

)-SR

d
Or L, est un polynome de degré j, d'ou P

6. (vj lLk>=(—kI3 <dd;ij vk> .

0
. -1y /d*
Pour k£ =J, (VkILk>=(k! <dt‘:‘k

L =0, par suite (Ljka>=0.

)= Sl ) =) )=

Pour k <, e
v, lL)= C )<](] ~D..( - k+1)v_k! )=(k3 wray Jr-[ )( 1)
7l =0 1) S ()= S ) - S

1

=ﬁ<v°lvf>=1‘

8. Soit k un entier naturel et g, :t =1L, (t).

B~ )= - )
L)=(L,|q:n)= (jl!) <d;‘f;+l}v,>.

J
Or %‘-=0 car g, ,, est un polynéme de degré k +1<j .

On en déduit que <q ol

Ll W-1)
c. QJ+1=Z(. )( l') V4410

=0 .] —[

a. Il est clair que <q 4
b. Soit un entier j >2.

Pour tout k <j -2, <qj+1

)0k<]2




e 1)” | 1)1 (m) ,
-1y (G +D!
=—jl4(j+1)
=2j +1. ,
d. (L )ygus;. €St une base orthonormée de F,;,
j+
Onpeutécrite q;,1= Y B Ly ot B =(g;.|L; ), 0<k <j+1.
k=0
Rappelons que
B =<qj+l Lk>=-0 pour k <j‘2
&) JERIE))
Bra=(i|La)= ZO(J f) T4 gt el = ,Z‘.l j-t) ¢! (ealLa) ==
ﬂj =2j +1. . B . .
AR e (=¥,
ﬂjd <tL Lj+l> Z[ J )(__)—<vt+1 L}l’l>=-‘(_.-)i<vj+l j+1>"'—(.]+l)
m\Jj-t) £ P J!

Ainsi, 1 L, (6) =—( +1)L,0 (6)+(27 +1)L, € ; ‘1‘,,._1'(:).

X e
9. a. 1 est clair que b, =a,. Supposons que b, =Z(—1)’ * ( i Jaj :

T P 0 e g
o - (’Hl}h( )E(IHI eJ(_l), gy - Z(kn) g(ka-j z)( 1y
=a.,+1—g(kil}az[(l--l)“‘"—(—1)"*f“] z["“) a3 * 10 e

j=0

. _ k ' k )
b. En écrivant L, Z b, oﬁbk=( 1) v, , on obtient —t~ Z (1) L, (¢)-
k=0 J_k k! k. 1




Probléme 2

1. fest périodique de période 27 telle que
f(t)=t,0st < 27 .
a. Les coefficients de la série de Fourier de f sont donnés par
2
0= [T o = [’ } =7,

)
0

a, = 1 sztcos(nt)dt = l“tsm(nt)} 1 j' i sin(nt)dt] =0, pourtout n>1,
w0 4 n o H°

n n

2x 2r
b, =L [ ssigmyar = 1 [ LS| "L [ oty | < L[ LD o singn];
T T o RP T . K 0

La série de Fourier de f s'écrit
sin(nt
SENt)=m= 22‘ ( ),

© n=l

Nla

b. La fonction f étant continue en = % , 11 vient que S (f )( )

_ ( p 0, sin=2k e
Orsinjn—|= X ;
2)T (=) sin=2kel e o

d'ou 7 - 22 gkl) =5 par suite

En appliquant 'égalité de Parseval, on obtlent

+0 3 2z +an
'21;'.[02 fie)dt =a; +—;—Z;b,,2 , c'est-a-dire %[E—} =7z2+22%

Tl 3 0 na H

+m 1 7[2
d'ou _—

nz=0(n+].)2 6
40 +x0 +cC 400 l+¢)

+ ——

n—O(n+1) Z;‘(Zkﬂ kZ(Zk+2 Z(2k+1 "rZ k+1)
d'otl

+ 3+oo 1 71,2
; 2n+1) Zo(n +1)° 8 -



=2

S(n+1)} F(2k+1 k02k+2 x=0(2k+1) 4 (k+1) 12

( l) 21(4-1 oo 1 40 1 _7{_2-
2

sm( nt )

2.a.Pour S(f)(t)=7— 2}:

La fonction fest continue sur |0, 27:[ ,il vient que t=7-2) sin(at)

n=1

, te]o,2x].

Par suite en intégrant on peut écrire,

2 +0
%+c = 7rt+2z cos(znt)’t eo2x].
n=1 n

i cos(nt) _ 3¢ —6mt+27°

d'ou pour tout réel ¢ de [0, 27], D ——~= T
n

n=]

b. En appliquant I'égalité de Parseval, on obtient

2 2
1 g2 3t —6mt i &1
— dr=| -2 +2Y —,
( ] (GJ ,22”4

2x 0 12

&1 x*
le calcul donne ). T
Z(n+1)" 90

On en déduit que
i 1 2 i (=) _77*
m(2n+1)' 96 S(n+1)t 720
. wan (v
3.S0it B>let h(x)=———, x€|f, +0f.
pr1et b= [ﬂ [
L < ! et la série Z converge. On en déduit que la série
(n+a)* ~ (n+a)’ = (n +a)
Z converge pour tout x >1.
n=0 (n +a)x ;
On pose )

S(x,a)= i( oy et £(x)=¢(x, 1).

n=0

alors pour tout entier £ =1,

4.Soit B>1 etx €[f, +[, onnote h(x)=( !
n

+a)"’
% In* In"(n+a)
(n+a)
k & In*
Jn'(n+a) I’ (n +2) ot la série S8 7+ 4) converge.
(n +a) = (n+a)’ = (n+a)




On en déduit que la fonction x> ¢ (x, a) est de classe C “sur 1, +oo[ pour tout entier

paturel k. Ce qui prouve que la fonction x > ¢{'(x, a) est de classe C “sur Jl, +oof .
4

x’ 7
—_—— 1 =—.
¥ 6 ot £(4)= Z(Hl) 90

7’ ' ( 1) = 1 o
ST e ole, =16y ——=1
2 ¢ 2 ;(2n+1)4 6

1 < J‘Ml dt < 1

w212y

(2n +1)

6. a. Pour tout entier naturel z et tout # €[n, n+1],

Dot i ! —< [ dtxsi: !

“(n+1+a) (t +ay  S(n+a) ’

ou encore i I ! l:(t +a)’”‘]:° si

~(n+a)y’ 1-x Hn+a)

(n +1+a)x T (@ +a) —(n +a)x

Par suite ;’(x,a)———l;—s-—l——.—l——s./;’(x,a),
a

x —
b. De la double inégalité 0< ¢ (x, a)——< —71_'1—5;3‘0n déduit qué
a A

O< 1< ,':’j .
as(x,a)- — 1 L
Par conséquent 1'_131@ ad (x,a)=1.

1 1
x-1a"
Par suite ﬁqa $(x,a)y=+0.

1 1
T x - 1a

De l'inégalité

, on déduit que —<a {(x,a).
. x‘il )

¢c.On déduit de ¢ (x, a

;E_—I-Sa"é’(x, a)s;—(—l_—l-+l et que 1<a ™ (x =14 (x, a)$1+f-i—l.

14' 1-x

Par conséquent £ (x, @) ~

x -1

x~1 -au 4@ x-1
u e =k u e

7. ~ el =
1-e

g_" x-1_-au x-1_ 17
lim e? (ul © J=1imu e_ =0

U ~r+d

x-1 ~au

—u
<e? uzA,
-u

Donc il existe A >0 tel que
—-e

v =2 - ux -1 —au

La convergence de L e 2 du implique que L

du converge.

-u

x-1 —au

<Cu™?, O<u<l.

On sait que ¢ >1+u, u > 0. Il en résulte que 0<

— e’-u




x-l —au

t
La convergence de J::u"'zdu converge (x >1) implique que J.O l; —du converge.

x-1, -au

Par conséquent v > est intégrable sur [0, +oof .

—e”

x-1_—(a+k+)u x-1_~(a+k)u
02 ¢ ~ -k ¢ ete'21+u, u20.
1-e™ e" -1
x=1_ —(a+k+1)u
Donc 0 < ————— <y ekt
l-e™
40 T'(x ~1
L’égalité f u e kMg =———1—;T J‘wu“ze “du ='—(—_Tl)T
0 (k +ay = (k +a)
ux—}e—(ﬂ+k)u
implique que u — et intégrable sur ]0, +oof .
—e

8. a. Pour tout entier naturel N,

)Z

—ng(unj—a) -Zrm(n+a)x n+a) er e Dy

( + ) n=0
~u{N+1)
— L Fu(nea) 0 x-1,-ua 1-e
e: du ———du
J. Z I l-e™
_ J‘*‘”” e rmu e —(N+l+a)u ’
Jdo
x—l (N +l+a)u u -(N +a)u
b. On peut écrire —= -
1-e e’ -1
x-1 e-(N+a)u
De I'inégalité e" 21+, u>0, on déduit que 0<—— " Sy e Wran
e —
i A N 6 |
Or [urte gy =L [y = TETY
N +ay ™ (N +a)
w9y % "l ~(N Hlra)u
Par conséquent lim r E———g——_;——du =0.
N —+w 1-—e

x~1_~au
c.D'aprés 7. aet 7. b, T'(x)¢ (x, a)=J: u1 e_u &, 0<as<l et x>1,
t
@ ue“ ue U 1 o te‘? 1 1 72'2
d ‘E e -—ldu - —e7H du =—4-J: l_e—l dt =Zr(2)g[2, '2']='?

« ye” +o ylg 1 mtez
= du =— =—r et = =2
gez el M 16% 1- ()g( ) 16

10






