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Exercice :

On dispose de deux urnes : une urne A contenant deux boules numérotées 0 et une urne B
contenant deux boules numérotées 1.

On tire simultanément une boule de chaque urne qu’on remet dans I'autre urne.

Soit n € N*, on note X, la variable aléatoire égale & la somme des numéros sur les boules de
I'urne A aprés n échanges.

1. Déterminer la loi de X;. (Justifier brivement vos réponses.)

2. (a) Lorsque X,, = 0, quelle est la probabilité que X,y = 1? (Justifier briévement vos
réponses.)

(b) Lorsque X,, = 2, quelle est la probabilité que X, .1 = 1? (Justifier briévement vos
réponses.)

3. Lorsque X, = 1, déterminer la probabilité que X,; = k pour k € {0,1,2}. (Justifier
briévement vos réponses.)

4. Etablir une relation entre la loi de X,,,; et la loi de X,,.

5. Ecrire alors P(X,41 = k) en fonction de P(X, = 1) pour k € {0,1,2}.
—INn—11 2
6. (a) Montrer que P(X, =1) = (—) - + - pour tout n € N*.

2 33
(b) Déduire la loi de X,.
Probléme
Dans ce probleme, o désigne un réel strictement supérieur & 1.

Partie 1

On définit la suite (Up)nen- par :

T

Uy & Rj_,
noa — 1
Uny1 =

no

1. Montrer que la suite (u,)nen- €st convergente.
noe — 1

2. On considere la série de terme général v, = In ( ), pour tout n € N*.

no

(a) Montrer que la série Z v, est divergente et donner sa limite.
n=1 '



n—1

1
(b) Montrer que Vn > 2, Inu, = lnu; + ;ln (1 - E)‘

(c) En déduire lim wu,.

n—+00

Partie IT

1. On note S, la somme partielle d’ordre n de la série Zun.
n>1

no
(a) Montrer que, pour tout n € N*, S, = S qUn+-

n

H(ka - 1)

n 1 -

(b) En déduire que, ¥n > 2, S, = ny, H (1 — —) = g =2
k=2

ka (n — Dlan—t

2. On suppose que la série Zun est convergente de somme totale égale a /.

n>1
(a) Montrer que £ > 0.
la—1
(b) Montrer que u,, ~ —(—a—-—).
no

3. En déduire que Zun est divergente.
n=1

u
4. On définit la suite (wp)nen+ par : w, = ;"

(a) Montrer que la série Z wy, est convergente.

n>1
+oco
(b) En remarquant que no(u, — Uni1) = Uy, calculer E wy, en fonction de u;.
k=1

Partie I11
1. Soit (@n)n une suite décroissante de réels positifs, telle que la série Z a, converge.

400
On note R, = Z ax le reste d’ordre 7 de la série Z Qi
k=n+1
(a) Montrer que R, — Ry, > nas,.
1
(b) Déduire que a,, = o(—).
n

2. Retrouver alors que la série E U, est divergente.
n=1
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