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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la
clarté et au soin de la présentation.

Egercice 1 :
On considére Uapplication définie sur Ry[X] par :
p(P) = (X - 1)P" - XP'(X) + P(X).
1. Montrer que R,[X] est un K-espace vectoriel de dimension finie et donner une base.
2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de R,[X].
3. (a) Calculer p(1), p(X) et p(X*), Vk € {2,..,n}.
(b) Donner une base de Im(y) et déduire que rg(p) = n.
4. Montrer que dimg ker() = 1, puis déduire que ker(yp) = Vect(X).
5. Montrer que R,[X] = ker(p) ® Im(¢p).

Ezercice 2 :

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien > 2. On définit par récurrence les
puissances d’un endomorphisme f de E en posant :

fO=idg etVheN, fA*l=ffof.
Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s’il existe p € N* tel que fP = 0.
1. Soit f un endomorphisme de E. On suppose que f est nilpotent.

Montrer que ’ensemble {k € N* tel que e 0} admet un plus petit élément. En
déduire qu’il existe un entier p vérifiant fP =0 et ot 0. L’entier p est appelé
Vindice de nilpotence de f.



2. Soit f un endomorphisme de E nilpotent d’indice p.
(a) Montrer qu’il existe un vecteur o de E tel que fP~(zo) # Op.
(b) Montrer que la famille B = {xq, f(zo), ..., f*"}(z0)} est libre dans E.
(c) Déduire que p < n, puis f* = 0.
p-1
(d) Calculer (idg — f) o Z f¥. Déduire que idg — f est un automorphisme de E et
donner son inverse. =
3. Dans toute la suite on suppose que f est nilpotent d’indice n.
(a) Justifier que la famille B = (xg, f(z0), ..., f**(20)) est une base de E.
(b) Soit g un endomorphisme de E vérifiant go f = fog.
(1) Montrer que gk o f = fog*, Vk e N.

(i1) Justifier ezistence et 'unicité d’un vecteur (ag, a1, ..., an-1) € K" tel que

n—1 n—1
g(zo) = Zaifi(xo). On note h = Z a;f* un endomorphisme de E.
i=0 i=0

(433) Montrer que g(f*(z0)) = h(f*(z0)), Vk € N.
(iv) Déduire que g = h.
(c) Soit g un endomorphisme de E.

Montrer que go f = f o g si, et seulement si, 1l eziste (ag, a1, ...,an-1) € K" tel que

n—1 ‘
g=>Y af
1=0
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