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Probléme I

Partie I : Dans cette partie, E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie m € N*. On

rappelle que £(E) est le R-espace vectoriel des endomorphismes de E. Soient f € L(E) et
X € R. )\ est dite valeur propre de f s’il existe un vecteur non nul = de E tel que f(z) = Az.
On rappelle que ker(f — Md) = {z € E, f(z) = Az}.

(1) Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(1) (a) A est une valeur propre de f.
(1) (b) ker(f —Ald) # {0g}-.
(1) (c) f — Md n’est pas bijective.

(2) Soit B une base de F et M = mat(f, B).

Montrer que X est une valeur propre de f si et seulement si, det(M — A,,,) = 0.

Partie 1T :
Soient n € N* et E = Ry,[X], le R-espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré
inférieur ou égal & 2n. Pour tout (P, Q) € E?, on pose :

o(P) = (X? ~ 1)P" +2XP' et <P,Q >= / l P(t)Q(t)dt
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1) Vérifier que ¢ définit un endomorphisme de E et V P € E, o(P) = ((X* —1)P' ).

(1)
(2) Déterminer la matrice A, = mat(yp,C), ou C est la base canonique de F = Ry,[X].
(3) Montrer que les valeurs propres de ¢ sont A\, = k(k + 1), k € {0, ...,2n}.

(4)

4) Soit F = {P € E,P(-X)=P(X)} et G={P € E,P(—X) = —P(X)}.

(4) (a) Vérifier que F = Vect {1,X?%, .., X?} et G = Vect {X,..., X?"71}.



4) (b) En déduire que £ = F ® G.

(6
(7

(
(5) Montrer que <, > est un produit scalaire sur E.
) Montrer que F' et G sont orthogonaux.

)

Soit (P, Q) € E2. Montrer que < p(P),Q >=< P,p(Q) >.

Dans la suite, on admet que, pour toute valeur propre \; de ¢,

dim( ker(p — AId)) = 1, ot ker(p — AeId) = {P € E, ¢(P) = A\ P}.

(8) (a) Montrer que, pour tout k € {0,1,...,2n}, il existe un unique polynéme P non nul et
unitaire (de coefficient dominant égal & 1) tel que ker(¢ — A\cJd) = Vect(Fx).

(8) (b) Montrer que, pour tout k € {0,1,...,2n}, degré de P, = k.

(8) (c) Déterminer alors Py, et P;.

(9) Montrer que, pour tout (j,k) € {0,1,...,2n}?, si j # k, alors < P;, P, >=0.
(10) En déduire que {P, P, ..., P2, } est une base orthogonale de E.

Partie III : Dans cette partie, on suppose que n = 1. Ainsi, £ = R,[X], le R-espace vectoriel
des polynomes de degré inférieur ou égal a 2.

(1) Expliciter les valeurs Ao, A1, A2 et les polynomes unitaires Py, P et P, obtenus dans la
question IT — (8).

(2) Trouver une base orthonormée de G, puis calculer la distance de R = X +1a G.
(3) On note C(p) ={h € L(E) / hop = ¢oh}.
(3) (a) Montrer que C(¢) est une sous-algébre de L(E).
(3) (b) Soit D = mat(yp, B), ot B = { Py, P\, P,}. Vérifier que D = diag(Ao, A1, A2).
(3) (c) Soit h € L(E) et M = mat(h, B).
(i)

(ii) En déduire que h € C(p) <= M est diagonale.

Montrer que h € C(p) <= DM = MD.

(3) (d) On note D3(R) = {M € M3(R) / M est diagonale}. Soit 'application :
¥:C(p) — D3(R)
h — ¢(h) = M = mat(h, B)

(i) Montrer que ¢ est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

(ii) En déduire la dimension de C(y).
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