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On désigne par n un entier supérieur ou égal & 2, et par R, 1[X] l'espace vectoriel des

polyndmes de degré inférieur ou égal & n — 1.
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Cn note f 'application suivante:

f: RX] — R[X]
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o P/(X) est le polynéme dérivé de P(X).

ek
(ol

/.{011:{6}: que j est un uﬂu()uikupﬂlbxu(, dﬁ RTX]

I'r1

2. Montrer que R,,_1{X]| est stable par f.

On note, f 'endomorphisme induit par f sur R,.-1[X].

3. (a) Déterminer la matrice M de f relativement & la base canonique de R,_,[X].

(b) Déterminer toutes les valeurs propres de f En déduire que f est diagonalisable.
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4. Déterminer le sous espace propre de f associé a la valeur propre 1.

5. Soient k& un entier tel que 1 < k¥ < n — 1 et P, un élémént non nul de R,_,[X] vérifiant
. n—k
f(P) = P.

(a) Vérifier que 1 est une racine de P.

(b) Déterminer I'ordre de multiplicité de 1 en fonction de k.

6. Déterminer tous les sous espaces propres de f.



Probléme : (12 points)

Définition: On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique d’ordre p avec.p € N*; s'il
existe a € E vérifiant les trois conditions suivantes:
. f°@)=a,
e La famille (a, f(a), ..., fF"!(a)) est génératrice de F,
£rL N\

e La famille {a, f(a), ..., fF"t(a)) est constituée d’éléments deux a deux distincts.

Dans ce cas la famille (a, f(a), ..., fP"1{(a}) est appelée un cycle de f.

1. On désigne par B = (ej, ez, e3) la base canomque de K3. On considére I'endomorphisme f
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de K® de matrice A = } relativement a la base B.
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(d) En déduire que f est cyclique d’ordre 4 est que (ey, f(e1), f2(e1), f(e1)) est un cycle
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2. On considére dans cette question un endomorphisme f de E cyclique d’ordre p et soit
(g, f{a) 4’:0-1/,,\\ un cycle de f.
\“‘7 J \w/’ e & ]
{(a) Montrer que p > n.

(b} Moutrer que, pour tout &

H

N, f7(f*(a)) = f*(a).

(¢) En déduire que f? = idg et que f est bijectif.
(d) On note m le plus grand des entiers naturels k tel que la famille (a, f(a),..., f*'(a))
est libre. On note E,, = vect((a, f(a), ..., f""(a))).
i. Montrer que f™(a) € E,,.
ii. Montrer que, pour tout k > m, f*(a) € En,
iii. En déduire que (a, f(a), ..., f™ *(a)) est une base de E est que m = n.

prn—1\

iv. Justifier que la famille (id, f,..., /™) est libre dans L(E).

n—1
. On note by, b1, ..., bp_1 les n scalaires tels que f*(a) = Z b f*(a)
k=0
n—1
Ou note g Uendomorphisme: g = Zbk f=,
k=0
(a) Montrer que pour tout m € N, g(f™(a)) = f**™(a).
n—1
(b) En déduire que f* = Zbk Vi
k=0

(c) Ecrire la matrice de f selon la base (a, f(a), ..., =Ha)).



