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Examen N°2

Durée: 2H Epreuve: Analyse .. .. Date: 2 07—2(!29

Exercice :

~Soient n € N et p un réel de ]0,1]. . oL Bl ot
On considére une urne contenant des boules “lanc;wb et noires avec la prebab: ;té"pﬂdsltifef une boule
blanche ef la probabilité ¢ =1 —p de tirer une boule noire. ‘

On effectue une succession de tirages d’une boule, avec remise et on défi ;t la variable aléatoire X
prenant la Valeur du nombze de boules noires obtenues avant I'obtention de la deuxi ¢ blanche.
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- (a) Déterminer la, 101 d‘, Y.

(b) Montrer que U = Y + 1 suit une 10, géométrique dont on déterminera le parametre.
(c) Déduire I'espérance E(Y) et la variance V(Y) de Y. '

la: variable. aléatoire Z.= X =Y. .. .
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(a) Déterminer l’ense'nb e des valeurs p iscs par'la variable Z... . . |
(b) Déterminer la loi condmonneﬂé.'de Z sachant (X = n).
) En déduire que Z suit la meme loi que Y
(d) Montrer que les vanaoleé éu Zz ::ont maepenud.nceb.
) Calculer la covariance Cov(Y, Z) du couple (Y Z) et dndu a covariance C'ne)\u,Y) du
couple (X,Y).
Probléme :
Pour tout n € N, on pose

nl
z(z + 1)(:1:+ 2)..(z+n)

Partle I

f,n z E]O —I—oop——)
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fuir(a) = - I}fm +1).



2. (a) Montrer que pour tout n € N et z €0, +00[, la fonction ¢ — t*~1(1 — t) est intégrable

sur ]0,1]. On pose alors, pour tout n € N et = €]0, +oc],
/ 1
Ip(z) = / #1111 —£)Pde.
0

(b) Montrer que pour tout n € N et z €0, +o0],
‘ n+1
In+1(.’L‘) = _T— n(m + 1)
(¢c) En déduire que pour tout n € N et z €]0, +o0, fn(z) = In(z).

3. ‘(a) Soit z € R. Montrer que la fonction ¢ — (2~ te~* est intégrable sur |0, 400 si et seulement
si z > 0. On pose alors, pour tout z €]0, +oo|, '

I(z) = / leTigy,
0 E 5

(b) Montrer que I" est de classe C? sur |0, +o00[ et exprimer IV et T a P'aide des intégrales.

(¢) Montrer que pour tout  €]0, +oo[, I'(z + 1) = z['(z).
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{e} i Montrer que pour tout n € N, I'(n + 1} = nl.
ii. Montrer qu'il existe a €]1, 2[ telque I'{a) = 0.
iii. Montrer que I est croissante sur {a, +oof.
iv. k%n déduire que wgl_{lmf(x) = +00.
4. Soit z €]0,+00|. Pour tout n € N*, on pose
: 7 ( S fiamt &, T
on + 1 €]0, +oo[- { t;"”l(l - -r;)” si tel0,n],
L
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(a) Montrer que la suite de fonctions (i, ) converge simplement sur ]0, +-oof vers la fonction

si non.
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(b) En appliquant le théoréme de la convergence dominée a (), montrer que

n G i 3 t : :: :.'i'
lim [ 71— =)"dt =T(z).

n—-+00 0
Indication : utiliser le fait que pour tout z €]0,1[, on'a: In(1 <~'z) < ~z.

5. (a) Montrer que pour touﬁ n € N* et z €]0, 00|,

/ "1 - %)”dt = n® ().
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(b) En déduire que pour tout-z €]0,4+o00], fa(z) ~ I'(x)
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_Partie II

1. Soit = €]1,+0c0[. En appliquant le théoréme d’intégration terme & terme sur ]0,+oo[, montrer
que :




2. (a) Démontrer que la série de fonctions Z fn converge simplement sur |1, +o0].
n20

(b) Montrer que la série de fonctions Z Jfn converge normalement sur tout segment contenu

n>0
dans ]1, 400l
+oco
(c) En déduire que f = Z fn est continue sur |1, +o0].
n=0

3. (a) Vérifier que pour tout n € N et z €]0, +00f,

n(fu(z)) = In(nl) = Y In(z + k).
k=0
(b) Montrer que pour tout z €]1, 400,
o)l < fale) (= +1n(1 + ).
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Indication : utiliser le fait que pour tout z €0, +cof, on a : ) <In(1+ ;)

T

{c) Montrer que la série de fonctions )" f! converge normalement sur tout segment contenu

n=0
dans |1, +o00].
+o0
(d) En déduire que f = Z fr, est de calsse C! sur |1, +ool.
n=0
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