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Exercice : (7 pts) I

Pour n > 1, on note par M,(R) 'espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients
réels et S,(R) I'espace des matrices réelles symétriques d’ordre n.
L’espace R™ est muni de son produit scalaire usuel noté { , ) et de la norme associée notée || ||.
Une matrice symétrique réelle S est dite positive si et seulement si

VX € Mo (R), (X,5X)2>0
et S est dite définie positive si et seulement si
VX e M,1(R)\{0}, (X,SX)>0.

1. Soit X,Y € M, 1(R) et S € S,(R), vérifier que *XSY = (X, SY) = (SX,Y).
2. Soit S € S,(R).

(a) Soit A une valeur propre de S et X un vecteur propre de S associé a ), prouver que

EXSX =\ X%
(b) On suppose que S vérifie : VX € M, ;(R), ! XSX =0.
Montrer que toute valeur propre de S est nulle puis déduire que S = 0.
(c) Montrer que S est positive, si et seulement si, ses valeurs propres sont positives.
3. Soit S € S,(R). Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(a) S est définie positive.
(b) Toutes les valeurs propres de S sont strictement positives.

4. Soit S € S,(R). Déduire que S est définie positive, si et seulement si, il existe P € GL,(R)
telle que S ='PP.

4 =2 -2 2 -1 -1
B Baif 8=1 -2 2 0 etP=10 1 -1
-2 0 3 0 0 1

Vérifier que P € GL,(R) et déduire que la matrice S est symétrique définie positive.



Probléme : (13 pts)

Dans tout le probléme, soit E = R[X] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
et £, = R,[X] son sous-espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a n, (n € N).
1 Partie :

1. Montrer que VP, Q € E, l'application z — P(z)Q(z)e 2 est intégrable sur [0, +o0[.

2. On considére I'application (-,-) définie sur E x E par

+00
VP,Qe FE, (P,Q) =/0 P(z)Q(z)e ™ dx.

Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur E.

3. On définit la suite (P,)nen de polyndmes de E par récurence :
Po =1

n—1
<Xn’Pk>
W =Xt =Y E MR e L,
Po =X g B Vo

(a) Vérifier que deg(P,) = n, pour tout n > 0.

(b) Montrer que (P,)nen est une famille orthogonale de E.

(c) Montrer que (Fy,--- , P,) est une base orthogonale de E,,.

(d) Soit n € N* et Q € R[X] tel que deg(Q) = g < n, déduire que (P,,Q) = 0.

2éme Partie :

1. Pour n € N, on pose f,(z) = z"e~*, pour tout z € R.
(a) montrer qu'il existe T}, € E tel que f{"(z) = e~*T}(z),Vz € R.

] 7 1)k

_ s _ 7 P —

(b) On pose L,(z) = n!f" (z), établir que L,(X) = kg % 9,
=0

2. (a) SoitneNet PeE.
+o0 +00
i. Prouver que Vk € {0,...,n}, f™(2)P(z)dx = (—l)k/ f0=0) (2) P®) () dz
0 0

_1\n +o0
ii. En déduire que (P, L,) = ( nl') / " P™(z)e™dz.
. 0 -

(b) Montrer que la famille (Lo, -- , L,) est une base orthogonale de E,,.
(c) i Soit k € {1,...,n}. A laide d’une intégration par parties, établir que :

+00 +o00
/ tFe%dg = k/ ¥ le %dz.
0 0

+o00
ii. Conclure que / z¥e™%dz = k!, pour tout entier k € {0,...,n}.
0

(d) En déduire que la famille (Lo, --- , L,) est une base orthonormée de E,,.

2



3. On considére 'application

p: E — E
P +— oP)=XP'"+(1-X)P.
(a) Montrer que E, est stable par .
(b) Soit ¢, 'endomorphisme de E, induit par ¢.
i. Montrer que Sp(pn) ={ —k, Vk€{0,...,n}}.

ii. Déduire que pour tout k € {0,---,n}, on a dim (Ker(p, + k idg,)) = 1 et
montrer que Ker(yp, + & idg,) = vect{L}, (ind : on pourra utiliser 1.b).



