Concours Nationaux d’Entrée aux Cycles de Formation

d’Ingénieurs
Session de Juin 2003

Concours en Biologie Géologie
Corrigé de I'Epreuve de Mathématiques

U

EXERCICE
(a) On a: X, = AX, ou
|3 =2 =2
A=|3 -1 =3
1 -2 0

(b) On a par récurrence, X, = A" X,

. Les valeurs propres de 4 sont —1, 1 et 2.
. La matrice A est diagonalisable sur
(a) Ona:
110
P=|10 -1
1 1 =1
(b) et
—1 1 1
Pl=] 2 -1 -1
-1 0 1
(a) Par récurrence
(b) On a:

(=142  (-D)"=1 (=1)"-=1
A" = (_l)n—l+2n (_l)n (—1)"—2"
(=1PH =2 M e (=1 —1+2"
(c) On obtient u, = 2((-1)" = 1), v, = 2(-1)" - 2"
et w, =2"+2((-1)"-1)



PROBLEME N A\ &

! ! .
Soient X et Y deux variables aléatoires de densité conjointe \%L
-3E@-42) i (
_ ) ae? si (z,y) € R x| 1,1,

fxx (@) { o 7
Institut prg .
Partie 1 es égud.:j"::;:"::'rr@ /
L"‘

de ¢
1. Ona:a= m ."lIOI:':au. l
2. E(X.Y) =0. ]

3. Les densités msrginales de X et Y sont :

1 i
= —f~3(=2)
fx(z) \/272‘\2%' / pour tout €R,
et

L siy €11

Fr(y) = { (2) sinon.

(=1,1).

4. X est une va normale de moyenne 2 et de variance 1 et Y est uniforme sur
5. X et Y sont indépendantes car %\

)
fxy(z,y) = fx(2)-fr(¥) \ ‘Q/
Partie 2

Soit U la variable aléatoire définie par : U =|Y |.

1. La fonction de répartition de U est

0. sit<0
Fy(t)=4 t sit €]0,1],
L Al
2. La densité de U est :

si u €]0,1],
sinon.

fu(u) = { (1)

et donc U est uniforme sur (0, 1).

o




3. La fonction génératrice de moments

LD sit#£0,

%(t)zE(ew)z{ 1 sit=0

4. On adonc Py(t) =1+ + % + o(t?).
5. D'ou E(U) = ; et la variance Var(U) = 4.
6. Soit Z la variable aléatoire définie par

Z = max(U, 1 — 2U)
(a) Ohapouer:e]O,l[

1-2z si0<z<i,

ma.x(:r:,l—2x)={l_ sizg<z<l

donc on en déduit que

< max(z,1-2z) <1

(Ve

(b) Comme U est uniforme sur (0, 1) alors Z = max(U, 1 — 2U) prend ses
valeurs dans (3, 1[. Par suite P(; < Z < 1) =1

(c) La fonction de répartition de Z est )

L

?
0 sit<i ant \ A
Fy(f) = { y % Y

2Ll sit €31,

1 sit>1 Voo
: (V2
(d) La densité de Z est : N~ :
3 siz gl N7
= — 2 3’ b
fz(2) = { 0 sinon. n
et donc Z est uniforme sur ]3, 1[.
7. (a) La fonction génératrice de moments de la va LY est donnée par
e4et=2 Git£(
— té ?
oy () { 1 sit=0
(b) La moyenne E(LY) =0 et la variance Var(LY) = ¢.
3
/
\//



(c) On pose
k=n

5. =3 U
k=1

On a par le théoreme de la limite centrale —‘%f-:“ converge vers une loi

normale centrée réduite.
(d) Donc limp—co P(Sn > 0) =3
Partie 3

Soit ® la fonction de répartition d’'une variable normale centrée réduite.
1. La fonction de répartition Fx de la va X est donnée en fonction de ® par

Fx(a) =®(a—2)

2. On a évidemment
P(1 < X <2) = Fx(2) — Fx(1) = ®(1) — %

3. La valeur approchée l'intégrale est

/ “ 34 — 6301

1

4. La densité de la variable aléatoire M? est

-k

Skt > 0y
fare(t) ={ o Ll

0 sinon

5. (a) En posant z = Z(1+u), il est facile de voir que
t oo

o) =3 [ FGA+ WG -w)d

<

=

(b) Donc la densité X, + X, s’écrit par

g(t)z{ 3 .Slt>0,
0 sinon

1

d'ott X;%+ X,? est une va exponentielle de parametre A =




(a) On a pour tout a > 0;
F(a) = P(Xi® + X;* < a) = P ((X,, X2) € D(0, /a))

(b) Donc
l—e"2 sia>0,

””z{o sia<0

1l s'en suit en dérivant que la densité de X;% + X, est

g(t)={%i sit >0,

0 sinon




