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Exercice 1

1. la matrice de f dans la base canonique B,

NI=
)
N—=

N[ —
(@]
=

2. Pour que f soit une projection il faut que A2 = A.

3. (a)

det(u1, up, uz) =1 -2 0 |=6%#0,

les vecteurs 11, u; et us sont linéairement indépendents et card3’ = 3, d’ou B’ est une
base de R3.

(b) Soit P la matrice de passage de B a 3/,
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(¢c) On a
2 2 2 101 X 2% + 2y + 22
. 1 1 1
PlAau=2l1 -2 1 [5lo20 ||y |=¢| x-2y+z |
3 0 -3 101 z 0

: <2x +2y+2z,x -2y +z, 0) les coordonnées de f(u) dans B'.

4. (a) Ona:
f(u1) = Auq = uq, d'olt u; est le vecteur propre de f, associé a la valeur propre 1.
f(up) = Aupy = up, d’otr u; est le vecteur propre de f, associé a la valeur propre 1.
f(us) = Auz =0, d’otr u3 est le vecteur propre de f, associé a la valeur propre 0.

(b) La matrice de f relativement a la base B’ est donner par :

5. (a) 0 est la valeur propre associée au vecteur propre u3 donc Kerf = vect{e; — e3}.
(b) On a dim(Imf)=2, Imf = {v' € R® /T v, f(v) =7'}; c.a.d

Av=v =x"'=7 et ¥y ER

d’ou Imf = vect{e; + e3,e2}. Les vecteurs ej + e3 et e; sont indépendants, forment une
base de Imf d’équation : x — z = 0.

(¢c) ona:

<ep —e3 e tez3>=< o |.| o [|>=0,
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<ep —e3,ep >=< 0 , 1 >=0.

Le Kerf est orthogonal & Imf.

6. (a) f est projection orthogonale sur Im(f) parallelement & Ker(f). Im(f) est le plan P
d’équation : x —z = 0.

(b) f(v) est caractérisé comme étant I'unique vecteur de P minimisant la distance de v a
P

v— f(v)|| =min||jv — u
o~ f(0)]| = min]jo — u]

f(v) = %(561 + 4ey + 5e3) = up.

7. On considere la fonction suivante : & : R2 — R, définie par :

hix,y)=(x+y—1)2+(y—2)%>+ (x +y —4)2

@ h(x,y)=(x+y-12+(y-2)*+ (x+y—4)>=|w -]
(b) Ona:w= (x+y)e1 +yex+ (x +y)es = (x + y)(e1 + e3) + yer, ot w €Imf.
(c) Les points critiques de la fonction / sont les solutions du systeme :

dh
a(x,y) = 4x+4y—-10=0

oh
@(x,y) = 4x+6y—14=0,

ce qui donne x = J et y =2.

2 h ?h O h
T2y =4 W(x,y) =6, m(x,y) =4,

dous? —rt=16—-24=—-8<0etr=4 >0, donc le point ag = (%,2) est un minimum
et ug = %(561 +4e; + 563).

Exercice 2

1. (a) La fonction de répartition de U est donnée par :

.
1 six> g,

Fy(x) =

QR

six €]0,a],

0 sinon.
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La variable aléatoire U suit la loi uniforme sur l'intervalle ]0,4],

2
(b) Par définitionona: E(U)=aet V(U) = i—z.

2. (@ Ona:U€0,a]=Y€]0,1]=1In (%) €] —0,0], doux

X=a —ln< ) € [0,+oo] est bien définie.

U suivant la loi uniforme sur lintervalle, |0;1].

Soit Fx la fonction de répartition de X =a,/—1In (%) Pour tout x € R, on a :

-Six <0, Fx(x) =0.
-Six>0ona:

(b) On considére une variable aléatoire

Fx(x) = P(X

IN

x)

I
i~

;‘
QIR
~—

cara >0

S| S

|
’U

n(

=

~—
IN
N
QR
~—
N
N——

:Pln ) > —

[1 =

(V-
(-
(G

><"’|

|
NNNN
~—
N—

= P(U > aexp(—

= 1- Fu(aexp( a ))

Comme U est a densité, Fi; est continue sur R et C! sur R\ {0;a} donc Fx est continue
sur R et C! 14 ont aexp(—ﬁ—i) #0et#aie. enx#0.

Donc X est a densité :

2

oy 22 x2)> _gzxexp( )fu<aexp(—%)>

— / —_——
fx(x) = a5 exp(= =) (aexp(==5) ) = a3
et comme aexp(—;‘—;) €]0;a] pour tout x € R alors :

2y .
i’{ exp(—7z) six>0

fx(x) =

0 six <O0.
(c) Par le changement de variables x = at, dx = adt,

oo 42 +00 1T
/ e azdx:a/ e*tzdt:a—.
0 0 2

(e 2x 2

—+00
(d) E(X) :/_Oo xfx(x)dx:/o e ~aZdx.

Par intégration par parties avec u(x) = x : u/(x) =1,
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2
v'(x) = i—ge*% co(x)=—e a

‘R
N N

et u et v sont C! sur [0;¢].

tox2 a2 a2t o2
—-e 2dx = [—xe a2} +/e a2dx.
0 a 0 0
2 to2

_2 a2
= —te 24 [ ¢ 2dx.
0

d’ou

2 to2
E(X) = lim <—te_2ta2+/ e dx)
—+00 0
+oo 42
= / e_?dx:a—\/%.
0 2

3. (a) Soit Fy la fonction de répartition de Y = X72 Pour tout x € IR, on a :
-Siy <0, F(y)=0.
-Siy>0ona:

F(y) = P(Y<
2

Comme X est & densité, Fx est continue sur R et C! sur R \ {0}. Donc Fy est continue
sur R et C! sur R\ {0}. Donc Y est & densité :

) = 5 =fx(va)

a 2\/@6_%
2 /ay

N

alors :
1

fr(y) = ‘

0 six <0,

exp(—%) six>0

d’ou Y suit la loi exponentielle de parameétre %

(b) Par définition E(Y) = a = E(X%), donc E(X?) = a2.

4 — 7T
a2,

(c) Ona: V(X)=E(X?) —E(X)Z:az—%azz 7
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n
4. (@) Ona$,=—— Z X, donc S;, a une espérance et

E(S.) — njﬁkilﬂxk)
2 ¢ 7
nﬁk

N

= na— =a.

n\/_

Donc le biais de S,, comme estimateur de a est : b,(S,) = E(S,) —a =0,
S, est un estimateur sans biais de a.

(b) Comme les (X)) sont indépendantes alors :

vis) = (

4 n4—71a2_4—712
n2mr 4 onm

(¢) Aot 7,(Sy) = V(S,) — b2(S,) = V(S,), alors Jim r2(Sy) = lim V(S,)=0.

n—-+400
S, est un estimateur convergent de a.

5. (a) L'inégalité de Bienayme-Tchebychev appliquée a S, s’écrit :

V(S,)

Ve>0, P(|5n—E(Sn)| ZS) < 2

Finalement : )

7T a
ne2’

Ve>0, P<|Sn—a]>s)<4

Comme on suppose a < 1, on peut prolonger :

4
Ve>0, P(\Sn—a|28) <—— <,  car

1
On en déduit : Ve >0, 1— P(\Sn —a| < 8) < 2 Ceci donne alors :
1
V€>0, P(|Sn—ﬂ|<€> >1—?

(b) Comme (|S, —a| <e¢) C (|Sy —a| <e), on obtient, par croissance de la probabilite :

1

p(|sn—ayge)z1—w,

soit :
1

P(—sga—5n§8)>1—n—€2
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On a donc : 1
P(Sn—£§a§5n+8)>1——2
ne

On peut affirmer que l'intervalle [S, —¢,S,, + €] est un intervalle de confiance pour a,

avec un niveau de confiance au moins égal 4 1 — —. Il sulffit de choisir e = 11—0, ce qui
ne

donne : . . 100
_ —<a< >1-— —
P(Su=qg=a<Sutig)21-~
1 1
Avec n =2000,1 — 100 _ 19 = 95% on obtient :
n o 20
[Sy — 110 Sn+ %] est un intervalle de confiance pour a, avec un niveau de confiance

au moins égal a 95%.

Exercice 3

1.

(a) VneN*, ona:

n

P(X=n) = Y P(X=nnY=k)

k:O
_ Z Chph*1(1 — p)2n-k1

k=0
= p(1- p)“ki)Cfip"(l —p)
= pl-p" "

Donc X suit la loi géométrique de parametre p.

(b) Pour k =0,0on a:

P(Y=0) = +ZOOP(Y:omX:n)

n=1

—+00
= ). Gp(-p>!
n=1
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Vk>1,ona:
P(Y:k) _ ch k+1 )Zn—k—l

_ pk+1 Z C,’;(l _ p)2n72k+k71

— P )k 12Ck (n—k)
— P )k 12Cn+k
1
kg k-1
AN A e g
pk+1(1 o p)kfl
= (zp_pZ)k—H
(1= p)t
o (2_p)k+l'

(c) Laloi conditionnelle de Y sachant (X = n) est donnée par :
SiVk>nonaP(Y=k/X=n)=0.

Sik<mn,
B B _ P(Y=knX=n)
P(Y=k/X=n) = B(X =)
Ckpk+1(1 — py2n—k-1
p(L—p!
= Gpf-p)"*
La loi conditionnelle de Y sachant (X = n) est une loi Binomiale B(n, p).
(d)
+c0 400
E(Y) = Y kP(Y=k)=)_kP(Y =k)
k=0 k=1
_ Y a-pt
= (2 _ p)k+1
B 1 2 1—pk-
(2- P)z,;k(2 —p)
1 1
= 7 =1.
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E(Y(Y-1)) = gk(k—l)P(Y:k)

_ o, to _
=2

2—p
1-p 2 B
- 2-pra- by =201-p)
Onadonc E(Y(Y —1)) =E(Y?) —E(Y)=2(1-p)=E(Y?) —E(Y)>?=V(Y).
2. (a) U et V sont indépendantes alors E(Z) = E(U)E(V) = /\% =1
(b) Comme U(w)={0,1} et V(w) =N*on a:
P(Z=0) = +Zoop(uzorﬂ/:k)
k=1
= JFZO;OP(U =0)P(V =k)
k=1
—+00
= Y (1-1)A - At
k=1
= A1-A) fu — AT =(1-2).
k=1

De plus, pour k> 1,0on a:

P(Z=k)=P(U=1NV=k) =P(U=1)P(V=k)=A%(1- 1)

0\ — ply — A l=p
(¢) P(Z=0)=P(Y=0) alors 1 A—z_pdou)t—z_p,
et on vérifie que :

. k—1
P(Z=k) = (2—1;:)2(1_ zip)k—lzg_—l’jikﬂ:pw:k).




