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Exercice 1

1. On a u; # auy done dim(E) = 2. < up,ug >=0, done (u1,u2) est une base orthogonale de E.

2. (a) Soit u et v deux vecteurs de R3

CP(D(I[+U> Bl < QU+ 0v,Uq >u < XU+ T, Uy >u
= = . 1 2
Il ug |12 [| uz [|2
o< u,uy >+ <0o,up > a<u,up>+<0Up >
= WH+U— 5 Uy — : 5 [25)
g |12 |1z |2
( <u,u; > < u,Up >” V4t < U, >u < U, Uy > y
= (U — ll] = 19 Q= i ! | 2
[l |2 I uz |2 [ 12 Iz |2
= ag(u) + ¢(v)

Donc ¢ est une application linéaire.

(b) on a
u€ker(p) < o¢(u)=0
- o < v, >u < v,y >u
& U=+ 5 U2
| ug |2 | 12 |I?

donc v e EsiveE alors v=au+ pus et <v,u; >=ulu |? <v,ux>=p 11z .
Dot v — j‘;ﬁ‘ﬁf Uy — ﬁizl’;‘ﬁ; 1 = 0, donc v € ker(g), par conséquent ker(¢) = E.

(¢) SoitveR3 Ona

<v,u; >
< (P(Z)),lll > = < U,U1 > “—l—ITH—z— <uyu;>=0
1
<v,up >
<@v),up> = <vup> _W <1y, up >=0
12

donc pour u € E, u = auy + Buy
<g@)u>=a<p(),u >+p<@(),u>=0.
Donc ¢(v) est orthogonale a tout vecteur de E.
(d) sion pose ¢(v) = (x,y,z) on a

L QD(U),lll Semyr e re=) o af & cp(v),112 b= x~2}/+Z:O
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donc ¢(v) = (x,x,x) =x(1,1,1) dotx

Im{p) =weet{(1,1,1)} = {{x,y,2) /2=y =z}

3. (a) <ul,ub>=<ufjuf>=<ubus>=0et| u]|=u)l=]u;||=1
Comme dimR3 = 3 donc B’ est une base orthonormée de R°.

11 1
V2 (VA) \/§
(b) P = S
0 NNVE
-1 1 1
V2 V6 V3
1 =1
\/'_3 0 v’§
(¢) Pl=tp=| L =2 _1_ | car B estune base orthonormée de R°>.
NV NG
e L

p(u;) = u; car uj€E
p(w) = uy) car ub€E
p(uy) = 0 car ujlE

100

doncA=101 0
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5.

(b)
11 1 S =l
v I B N e B,
M= PA'P = =2 _1_ A =2 T
L \/g \/§ O 1 O \/é \/g v/g
-1 1 i 11 1
A1 AN BN v e
S S e @ =L
V2 Ve V3 V2 V2
= | o =2 L || L =2 1
Ve V3 Ve Ve V6
=L 1 1
V2 Ve VE 0 0 4
2 -1 -1
I !
= 3 -1 2 -1
-1 -1 2
(c) Pour tout n € IN*, A" = A et donc M" = PAMP = PA!P = M.
(a) C est symétrique donc elle est diagonalisable.
(b) Cuz = —uj donc 1} est un vecteur propre asocié a la valeur propre a = —1. D'ou1 B’ est

une base orthonormée de vecteurs propres de C.

(¢) Cuy =2uy et Cup = 2uy. Comme E = vect{uy,us} donc E est le sous espace propre
associé a la valeur propre 2.
20 0
(dD=]02 0

0 ¢ -1

a+b = 2
(e) C=PD'P = aPA'P + bl = P(aA + bI)!P donc D = aA + bl. D'ou et
b = -1
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(f) OnaC=3M—Iet MI=IM = M donc

C* = BM-I)"=Y <7> (BADFT—T*
k=0 \"*

= Zz <Z>3k(~1)"—k1\4k = (-1)"I +k}::1 (:>3k<—1>”-k1\4

k=0
= 2"M—(-1)"(M-1).

Exercice 2

sit>1

a+1
f{t) =

0 sinon.

1 (a) Ona,VteR, Fy(t) =P(U<t)=P(In(X) < #),
Sit<0, Fy(t)=0car X >1
Sit>0, Fy(t) = P(X <eét) = Fx(e')
d’out
ae=, sit>0
fult) = () = et ety =
0 sit <0

U suit une loi exponnentielle de parameétre a.

(b) On a,

fusv(®) = [ fu@ele - 2)ix= [ Taepy (1 - )

—Cco

on pose y =t — x on obtient
f—a

furv(®)= [ a0 )y

—

Sit <0, alors fy v (t) =0

P ¢
Sit>0,alors fiy v(t) = / ae~ V) ge= Wy — aze_“t/ dy = a’te™™.
: 0 0

a2te= it >0
fu+v(f) =

0 sift<(

() Ona XY =e"tV VteR, Fyy(t) = P(XY <t) = P(e!*tV < ¢)
Sit <1, alors Fxy(t) =0,car U+ V > 0.
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Sit>1, alors Fxy(t) = P(U+V <Int) = Fy,y(Int).

2 (Int)

ra+1 7

sit>1
) 1
fxy(t) = ?fuw‘(ln f) =

0 sinon

2. T = max(Xj,...X,). On rappelle que pour tout x € R,
[Tm <x]=[X; <x]N..N[X, < «l.

(a) La fonction de répartition de T, est donnée par:Vx e R,
H
Fa(x) = P(max(Xy,..Xy) <x) = P(X3 < x) -+ - P(Xy < x) = [ [ P(X( < x)

Six <0, alors F,(x) =0,
Six >0, alors F,(x) = [T{_;(1 —e™%).

(1—e™™)", six>0

Bylx) =

0 sinon

(b) La fonction densité de probabilité de T, est donnée par :

dE, T L B RS

fal) = 2 (x) =

0 sinon

(¢) L'espérance de la variable aléatoire T, est donnée par:

R Foo % =
E(T, )= / % ful )i == /0 xane” ™ (1 — e )" gy

on a limy e x3ane™ (1 —e~®)1~1 =g = Xfn %)= o(xlz) d’ott E(T,,) existe.

3. (a) Pour tout n > 1 et pour tout x > 0
for1(x) = —a®(n+1)e T — e ™Y f Pu(n 4 1)e e (1 — e~ )]
= a(n—kl)[——1+e“‘”+ne“""}ae"”x(l—e"”x)”‘l

= aln+1) [n —(n+1)(1- e'”)]ac—”x(l — g1

f,1+1(X)——f,1(x)~ )frHl(\)

a(n+1
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(b) Une intégration par parties donne pour tout n € IN* :
W(x) =1 u(x) =% et v(x) = fasa(2) = 0'(x) = i (x)

[ hadr = [thon@)]) = [t
= a(n+ 1)/O+Oox(f”+1(x) — fu(x))dx.

d’ou

/;wx(fnﬂ(l) falx))dx “(71;5/+wfn+1(x)dx~

~+oco
(€) E(Tus1) — E(Tn) = Car/ fn—H =1

(n +1)
1 & 17
(d) Par itération on trouve l'égalité E(T,) = — 7 pour tout n > 1
=
3
(e) L'espérance E(Ty) = =
e s 4 2 7
T2 2 ,—ax 7, 2 -2ax .. _ -
E(-z):/o 2ax”e ”‘d,x—/O 2ax“e Mdl—ﬁ—z}_a?_ﬁ

T 242 402 497

4. Soit Yy, - -, Y, des variables aléatoires indépendantes de méme loi que T5.
m

Onpose Y, =—Y Y.
poseTu= 13

(a) En applicant le théoréme central limite pour m est suffisament grand, on peut appro-

cher Y, par une loi normale N’(%; ——Mgm ).

(b) Z suit une loi normale A/ (0;1).
P(|Z| <a)=P(-a<Z<a)=P(a) — O(—a) =20(x) —1=0.95

d(a) =0.975 ce qui donne a = 1.96.

v o _ 3
(¢) On a n = 2 suit la loi normale centrée réduite d’ou
2 Vf‘l a
Y — 3 - 3 5
P(—a< ——’—"—,—:3‘9—<a) :P(———a——£—<Y,,,< — V5 y=095
V5 20 2+/ma 20 2+/ma
2\/ma
5 3 /5
Oy =3 az\\{%; et “mzj‘f’[\’-z\ ?71
(d)
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(b) On a U(Q)) = IN*. Pour tout k > 1,
PU=k)=P(Y+1=k)=P(Y=k—1)=pg~L.
Donc U suit une loi géométrique de parametre p.

1
_}7_2‘.

(©) E(Y) :E(u>_1:1;” et V(Y) = V(U —1) = V() =

3. Soit la variable aléatoire Z = X — Y.

(a) Z prend clairement des valeurs entiéres positives ou nulles et, pour tout n € N, il
existe un tirage amenant a 1 boules noires et deux boules blanches, auquel cas (Z = 1)

est réalisé. Ainsi,
Z()) =N

(b) Soit n € IN. Alors la loi conditionnelle de Z sachant (X = n) prend ses valeurs entre 0
et n et, pour tout k€ {0,-- ,n}, on a

P((Z=k)/(X=n)) = P(X-Y=k)/(X=n))
P(Y=n—-k)/(X=n))
1
R

Ainsi, la loi de Z/(X = n) suit la loi uniforme sur {0, - -, n}

(c) Enreprenant les calculs effectués en 2.(a), on observe que la loi de Z est la méme que
celle de Y. Autrement dit,

VkeN, P(Z=k)=pg".

(d) Soient k,}lie IN.On a
(Y=kZ=l)=(Y=kX-Y=D=(Y=kX=k+I).
Ainsi,
P(Y=kZ=I) = P(Y=kX=k+])

= P(Y=k/X=k+])xP(X=k+I)

R 2 2k
= Frigiktitlr
= pg'pg"=P(Y=K)P(Z=1)

Ainsi, Y et Z sont indépendantes.

(e) Y et Z étant indépendantes, il vient

Cow(Y,Z)=0.
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Alors
Cov(X,Y) = Cov(Y+Z)Y)
= Cov(Z,Y)+ Cov(Y,Y)
1
Ainsi, g
COV(X,Y) = 5



