Correction du Sujet de Maths (Physique et Chimie) :
' Session 2004 '

Probléme 1.
Partie 1

Soit A € R\{0}. Pour n € N*, on désigne par u,(}) = f ch(Az) cos(nz)dz.
0

1) e Une premiére intégration par parties
(avec u(z) = cos(nz) et v/(z) = ch(Az)) donne :

s X] = (—;)nsh(/\w) + g /: sh(Az) sin(nz)dz.

Une deuxiéme intégration par parties
(avec f(z) = sin(nz) et ¢’(z) = sh(\z)) donne :
(=1 :

un(3) = “=y=sh(Am) — Tyua(A).
= tg(N) = i;i):’:sh(m.

(NB : On pourra aussi calculer u, () , en remarquant que

™
U-n(/\) = %Re(/: elA+in)z g o /0 e("\+i")zdx).)

e VA€ R\{0},VneN*,ona

Ash(Am
fua)) < 23T,
Comme la série 3"~ la séri
mme la série Z? est convergente = la série Zun(/\) est absolument
n>]" - n>1

convergente et par suite convergente.

¥ n
2) Pour z € R et n € N* on pose Dy(z) =1+ 2Zcos(kx).
k=1

a) /0 Da{z)de = /:(1 + 2§cos(kz))d.1: =7+ 2; /o cos(kz)dz.

Comme / cos(kz)dr =0,V1 <k <n,
0 -

= /: B ()i




b) e Siz € 2nZ , alors Vk € {1,2,...,n} on a : cos(kz) = 1.
' = Dp(z)=2n+1. j
e Siz ¢ 2nZ , alors

| Da(z) =1+ 2Re(S ) = 1 + 2Re(e ei:) ,
9 < T ge | e p , /
, 1 en.‘l: & ‘_ lu —_ 1
13_5 =1+ 2Re(e a———z_ =) =14 Re(e'z Sm(%))/,
\22 _ sin(#ia)
sin(§)

3) Comme Zcos(k:c) = —;—(Dn(z) —1) et ch(Az) = ¢(z) + 1, on obtient
k=1 i

<" n n
u(d) = ch(Az) cos(kz)dz
48 =/(Zcos(kx))ch(Ax)dx
0 k=1

=3 [ (n() = 1)(e(@) + ez
?J/-b =-1-‘/—'Dn (z)e(z) dx+—1-/1Dn(z)—%/:ch(Ax)dr

s f Da(z)p(z)dz 12’,_ ""(’\”).

»

p(z)

—— al = Elhx
4) a) Soit &(z) = { an(E)
e =0
@ Il est clair que ® est de classe C! sur ]0, ).

A2z
D’autre part comme ®(z) " = 1i1(1)1+<I>(a:) = 0= 9(0).
2 it

@ Donc @ est continue sur [0, 7].
Vz €]0,7] ,on a




1.\
Ky

_ Ash(Az)sin(3) - 3(ch(Az) — 1) cos(3)

¥(z) sinz(g)
_Ash(Az)  (ch(Az) 1) cos(3)
~ sin(%) 2sin’(%)
N D
~ I ¥e)= lm = ho+2( 52 =2

il en résulte que ® est dérivable en 0 et &'(0) = A2
Par conséquent & est de classe C! sur [0, 7).

b) On a/ @(z)Dp(z)dz = /W )sin((2n + 1)%)dz.

Par intégration par parties (on pose u(z) = ®(z) et v’(x) =sin((2n+1)%)),
on obtient :

w ) 2 ™
/0 ®(z)sin((2n+ 1)5)dz = [2n g 1<I>(2:) cos((2n + 1)%))}0

/wé’ (z)cos((2n +1)3))dz

—2n+1

= / ®'(x) cos((2n + 1))

2n+1

[ eonateria] < 32 [ wieiae < g2,

avec M = sup |®'(z)| < oo (car &' est continue sur [0, 7]).
z€[0,r]

Donc _llew /: ¢(z)Dy(z)dz = 0.

= VneN*

5) D’apres 3) on a
n
1 m  sh(Ar
ZU};(/\) =5 [Dn(z)zp(:r)dz + o 2(A ).
k=1 2
Par passage 4 la limite (n — o) et en tenant compte de 4-b) , on trouve
pour X € R\{0}




+o00

s —1)®A\ ‘
D’apres 1) il en résulte que : _S_ (2 i)/\z sh(\x) = 12'_ _ Shé:\\”)_
n

+oc
he Done S _ 1, 7® 1
— - ;rﬂ + X% 2/\(sh(/\1r) /\)'
+00
(<) 1, = 1
6 == e Tl Y
+0oCc
, R 1ol F 1
@ *Ona ;9712+1 “95(3)‘2sh(g) 2
SN .‘oo(\—'l)nz r)__l_ ¥ _l
Q// s One ;n:’- +4 ) 4(sh(27r) 3/
Partie II
-A-
Soit A € R\{0}. Notons par (E) I’équation différentielle
2 1
y'(z) - 2ylz) = 5 (E)
et par (H) I’équation différentielle homogeéne associee
Y'(z) - Ny(z) =0 (H).

1) Résolution de I’équation (E).
1°7¢ étape : résolution de I’équation (H).

A Comme ’équation caractéristique (r? — A? = 0) admet deux racines réelles
distinctes 7} = A et 7o = —A , on en déduit que la solution générale de (H)

est donnée par
f‘Q) yr(z) = Ae’® + Be™** avec A B €R.
Or , e** = ch(Az) + sh(Az) et e ** = ch(Az) — sh(Az) , alors
yu(z) = (A + B)ch(dz) + (A — B)sh(Az) = ah(Az) + Bsh(Az).

i \ =1 , - -
% 2€¢ étape : Il est clair que yp(z) = W,est une solution particuliére de (£).

@ Par conséquent la solution générale de (E) est donnée par
]
ye(z) = yu(z) + yp(z) = ach(Az) + Bsh(Az) - A vz € R.

N
4

|
|
|




2) On cherche une solution y de (E) vérifiant {

D’aprés 1) 3a, 8 € R telle que Vz € Ron a

y(z) = ach(\z)+ Bsh(\z) — &
=y(-z).
= cxch{ A} D), 2 5%

= B'= (.

1
Donc y(z) = ach(Az) — B

Comme y/() = 3., alors & = gy,

&

Ainsi la solution cherchée est

: 1
ch(dz) — —

1 'g;) = e
W\Z) = Ixsh(omr) 3%

B

1) On considére la fonction ¢ 27w-périodique définie sur R et telle que
o(z) =z sur |-n , 7. :
La fonction ¢ est impaire et continue par morceaux sur R.
Les coefficients de Fourier trigonométriques sont donnés par :
eVn €N, an(¢) = 0. (car ¢ est impaire)
us

eVn e N*  by(p) = % /;r o(z)sin(nz)dz = %/O zsin(nz)dz

Une intégration par parties (avec u(z) = z et v’(z) = sin(z)) nous donne :

2[ 1 g 4
b =—|—= — d
(v) = [ -z cos(n:c)JlO + =2 cos(nz)dz
e | n+1
= A n) + 0.
1N 2/ 1
D'ou bp(p) = —=(-1)"*".
n




Comme £ est continue et dérivable sur -7 | 7, le théoréme de Dmchl( L nous
= =1 'TIJ 1
permet de conclure que la série de Fourier de ¢ (donnee par 5 — sin(nz))

n>1
~ . } . NEE
h{) converge simplement sur J‘-7r , m[ vers la fonction ¢ , c’est a dire

n-z-l

Ve €l-m, [, z= 22 sin(nz).

2) Soit v la fonction définie sur R , 27-périodique et telle que
¥(z) = z? sur -7, 7).

! La fonction ¥ est paire et continue sur R.

Les coefficients de Fourier triconomér,riques sont donnés par :

! 5 e V11 £ N* | b,(¢) =0, (car ¥ est paire)
| 2 (7 2

i e ag(¥) = — Tede = =7

‘ /l‘\ - T/ 3

i :

2
eVn e N* a,(y) = -—/ z2 cos(nz)dz.
TJo

Une intégration par parties (avec u(z) = z2 et v/(z) = cos(z)) nous donne :

USRS

3) :TE s T
i an(¥) =—|—sin(nz){ - — [ zsin(nz)dz
31 e ]_Tl 0 nm 0
! 9 [ 1
i =0-=|=(=1)""1 | (d’aprés 1
: n Ln
. o= 4
§ ';’9 \/' D’ou a,(¥) = —~—,‘;k—-1}”.
i 1 P/ n
; N—" La série de Fourier dey enz € R est donnée par
i ao\w' (-1 ‘
{ E an(¥¢) cos(nz) = — + 42—2— cos(nzx).
‘ 3 n
i n>1 n>1
i & Ia £ $1 / 3 B de cl C'1 3 sur R
omme la fonction ¥ est continue sur R et de classe C* par morceaux sur R,
. alors le théoréme de Dirichlet nous permet de conclure que la série de Fourier
/‘ <\1 de ¥ en r converge simplement sur R vers la fonction ¥ , en particulier
AR 2 ( 0
\ / m (—1
bl Yz € -n 7w, 22 = — 4§ - cos(nzx)
e
n>1
+00 1 n+l
. N \ T g
3) a) Pour z € R, solent h(z) = Yy . cos(nz)
) P Lan2in? L )2 ‘




._]\r‘

“+00
E 2 cos(nz).

n+l
On pose wp(z) = n"’(;rﬂ)-f-—/\f)— cos(nz) ,n € N* et z € R.
¥n € N* | wy, est de classe C?sur Ret V€ R ,on a :
wn(z L
n\Z)I = g
( n
wl (z)| = ;'n(r\zz i))\z) sin(nz)| < %
hwl(z)| = ; (1" Los'nz‘)f < —1—
ni\<L) Eng 2 : = 7').2

Par conséquent les séries de fonctions g wa(z) , g wh(z) et \ wh(z)
——
n>1 n>1 n>1
convergent normalement et donc uniformément sur R.

h est de classe C? sur R et pour tout z € R , on a :

i

+00 )n

L // k—l
h .I)_Zw = +/\2(‘,OS(TL.’ZI)=f(1')

n= 1

b) Immédiate.

c)vVz € [-x 7r] ,ona

flzl= Z 32 cos(nx)

=) (-1)*|— — ———~| cos(nz) (D’aprées 3-b)
;‘ ) (n?  n2n?+ /\2)] il e

S (D 2~ (=1)"
(z) = > cos(nz) — Ay —————
o £ nt (nz) ,;ln"’(n'-’ + %)

cos(nz) (car les deux séries

C.S sur R)

_ln
:Z 3 cos\n:t)t/\ h(z)

n=1
2 -

%“ﬁT/\h z) (D’apres 2).

-~




A

+oo (-1)"
= Z_:m COS(TII).
n=1
- f est paire de maniére évidente.
- Comme h est de classe C? sur R (d’aprés 3-a)
de classe C? sur [-7 , 7] et Vz € [, mjon a:

4) vz e Ron a f(z)

, alors (d’aprés 3-c) f est

f(z) = —*/\2’1( )

S 1 ‘
et f'(z) = 5 +Mh"(z) = 5 + A*f(z) (d'apres 3-a).

. : . ; y : 9 1
= f est une solution de l’équation différentielle : y"(z) — A\*y(z) = =
De plus f'(r) = 3 + X?/(m) = 3 (car K'(x) = 0)

) D’apres 4) et A-2) , on a sur [-7 , 7]
+0OC
(=" ; ) T X 1
Zm COS{TLI) = f(,I, = WC}I(AI; = W

n= 1

6) D’aprés ce qui précéde , on a pour tout z €]-7 , 7| f'(z) = g + X (z).

h(Az’
D’autre part , f'(z) = %
o . x wsh(Az)
> vz €l-m, 7], 5 + AP (z) = =7t
= VEET 2 (z) 2sh(Am)
En utilisant B-1) et ’expression de A'(z ) sous forme d’une série , on trouve
nsh(Az) R(-1)r+1 9 (=1)»
Seh(vm) = rg sin(nz) + A Z (2 = 30) sin(nz)
2(-1) n*l AT
= Z m)sm(nz}
—(-1
(nz 1 2 _m(na:)

o0




Probléme 2.

7\ Partie I
- ? 1 ;
(I 1)a)Ona A(X)=X Pg(X)—XZ—getP3(,’()=X3——§—X.
;'@)
b) Par récurrence , on a Py =1 = deg(P) = 0.
Supposons que deg(Px) = & pour tout k <n —1
n—1 n 7/
! Ona By=X% = ﬁ/l_fk>k2<n'.”@n—}.
i k=0 ”PHI
n—1 \:{- / Pk}
avec Qn—; Y“_’—_‘Px
'/@ ,CL_J_J i P!c“
\\L Comme deg(@n—1, <n — 1 (par hypothése de récurrence) , par conséquent
deg(Pr) = n.
) On montre par récurrence : d’aprés a) cette proprieté est vraie pour 7
et P, , supposons qu’elle est vraie jusqu'a l'ordre (n — 1) : V&£ <n -1,
Pk(—,¥> ‘\'—-1‘3kpk"X)
. (X™ / Px)
Pn\_X\' ={-X) "Z / k e:"-Xr)
PP |
_ ~ X* LR
~ (cpxn — (L B
Or

Pi(X).
k=0 ”Pk“2
Vke{0.1,

.n—1}ona

1 il 30 1

(X™ | Py) = / " Pe(z)dz "= ’(—1)“*/ u"Pe(w)dr = (-1)"7% (X" / B)
& —1 -1

On en déduit que

n—1 :
’ A
@ Pa(-X) =(-1pe o Y el
k=0

= (=1)"Pa(X).

2) a)

Montrons que : Yn # m

3 (Pn ,// Pyn} :0
Par symétrie on peut supposer que m < n et on procéde par récurrence

1
La proprieté est vraie pour n =1 ( car (P, / Pp) / zdz = 0)
~1

g




Cop

- Supposons que pour tous k < m <n—1 (P / P,) = 0 et montrons gue
(P Fg) = 0.

n— 1

On a (Pn / Pm) = (X" / Pn) Z' P [ Pm).
paurd IPH

En tenant compte du fait que (P, / Pn) =0,Vk<m<n-—-1, on obtient
n—1 / \ 3

(X" / Py . (X P
Z | 2 ) <Pk / Pm’) o= i / 2 )
k=0 1!Pk” :IPm”
=Py [ Pyl = 0.

(Pl B} = (X" | P

b) On sait que dim E, =n + 1.

- Comme deg(Px) =k = {P, P, -, P,} est une base de E,.

- On pourra aussi montrer que la famille {Py, P, -- . P,} est libre.

Pour cela soit agPy + a1 Py + ...anPr = 0.

=2VvV0 < "C_<_TL (aoP0+alP1 *...anPn // Pk) =),

D’aprés 2-a) on trouve oy | Pj| = 0 et par conséquent ax , 70 < k < n
. ! 2 A

(car || Peii” # 0).

b2
3) a) Comme {Py, P,,--- , P,} est une base de Ej , alors X? = Z;S’J-P].

7=0
D
= (P, / XPy =) B;(Pa [ Bj) =0
j:
(car d’aprés 2-a (P, / P;) =0 V0<j<p<n).
q
b) Il suffit d’écrire Q = Zaqu et d’utiliser 3-a).
k=0
n— ‘/Yn 1 rP
c)-Ona Pp=X""1- o Py
Z.“J 1P
X Re)
= X Z< P]!Q k) XP. = X™"+Q . avec deg(Q) < n-1<n.
| Pr

k=0
Or (P, / @) =0 (d’aprés 3-a)).

10




&

= (Pa ) XPat) = (P / XM+ (P / Q) = (Pa/ X™).

n—1
/‘Yﬂ. \
~OnaX"=Pn+Z\——L?°l

k=0 “Pk”

k

n—1 n
FHP P )= B X = <pn / P+ ZU(”P/HI;k) Pk>
k

k=0

4) a) Immédiate.

b) deg(X P,) =n + 1, il se décompose dans la base { Py, Py, Pnt1} :

n+l1
XP =3 o;F;.
=

Pourtout 0 <k<n-+1,ona
n+1
(XPo [/ P)=> 0;(P; / P) = ax | Pxl® (dapres 2-a).
1=0
D’autre part
(X P, | Py (Pn /] XP) =0 si k+1<n (daprés 3-b).
On en déduit que aj HP;CHZ =0,s1i k<n-1.
Comme ||P]|?#0, ax =0 pour tout k <n — 1.
Donc X P, s’écrit alors X P, = an—1Pn—1 + 0nPn + ani1Pryi-
Il suffit de prendre a,, = an+

\ (d'aprés 4-a)
/ =

i = o e e e

= X P, = anPpi1 +bnPytcaBae g ipourtoutn > 1.

¢) - X P, étant un polyndme de degré n + 1 . son terme de plus haut degré
est X+t

De méme le polynéme anPpt+1 + 0nPn + cnPr—y est de degré n + 1 |, son
terme de plus haut degré est a, X™*! | ce qui donne (d’aprés 4-b) a, =1 .
pour tout n > 1.




e e AT

S——

1

-Ona (XP, [ P,) = / I(Pn(I))Qd.'E =0 (carz — (Pn(J:))2 est paire).
=1

D’autre part .
(XPn / Pa) = (Pas+1/ Pa) + bn | Pall® + cn (Pa1 / Pa) = ba || Pal)?

@ = b, = 0 pour tout n > 1.
-On a (XPy / Pac1) = (Pas1 / Pac1) + cal|Pactl” = ca | Pacall®
D’autre part

(XPo | Pa_1) = (Pn | XPa_1) = ||P.)? (d’apres 3-c).
12

| Pall
@ =Ly = “ s P pour tout n > 1.
n—1

Partie II

N

,‘g ;a 1) @) - Ry = (X? — 1)™ est un polynéme de degré 2n = Q, = d%(l?,n, est
S— '

la dérivée n**™ d’un polynome de degré 2n , donc deg(Q) = n.

|
1, ¢ - Le coeflicient du plus haut degré de Q est —— ( n)
b) On sait que dim E,, =n + 1.
A - Comme deg(Qx) = k = {Qo, @1, - ,Qn} est une famille libre dans E, et

par suite c'est une base de FE,.

2) a) Le polynéme R, posséde deux racines 1 et —1 d’ordre de multiplicité

/\

(-j égalean
, d* g% 2
\<!;§ =V0<k<n—-1, Ex_kR"(l):FR"(_l):O'

1
b) Soit P E .ona (@Qn / P) =/ %Rn(x)}’(z)dx.

En faisant une premiére intégration par parties et en tenant compte de 2-a)
on obtient

1 ~1
W - I reirae

=F dz® 1

Aprés n-intégartions par parties on trouve

@ (Qn / P) = —1,"/ l——P Rn(z)dz.




1
c) Commem < n,d’aprés2-b) ona (Qn / Pn) = (~1)"/ [—— Py (z)| Ry (z)dz.
~1

Or _EPm(I)j =0, (car0 <m < n)

= (Qp | Py =0, ¥ 0<m <n.

d) - Soit n € N. On décompose le polynéme @, sur la base {Py, P, Pa} :

n
Qn B /\\:CP;C.
k=0

~

n
Pourm < n,ona: 0= (Qniflalic S (Ff Fr) = S liBl
k=0

= An =0 pour tout m < n et par conséquent @, = A\, P,.

@ - En identifiant les monémes de plus haut degré on obtient A, = : :
) n!

3) 2) D’aprés 2-b . on a

1
114 / \ / dn ; \ 7N
In= f'lin!z = (Qn / Qn) = ("1)71/ {EQn'I)jRn'\r)aI
=1
i d* e
or — Qn(zx) dIQnR,,_(_I = Jon ()(2") = (2n)!
1
A)S) =h=(ren | Ru@de=(-1rE),
—]
! b) -On a

1
7 9 7
Jn :/ (z*=1)%dz
-1

1
=/ (z2 - 1)(z* - 1) dz
=

1
'! = / 2zt = 1)7 Yl — Ty

- g

5 Par une intégration par parties (avec u(z) = z et v/(z) = z(z? — 1)"71) on
obtient :

13




1 1
/ 2(z? - 1)" " ldz :/ (z? - 1)"dz
=1 =1
5 z(z? - 1) 2
-] -2 e
0

2n
= —— i bW 5
@ = Ja 2n+1Jn1,Vn_1

- D’aprés la relation de récurrence on obtient :
2n)(2n—-2)---2

I =1{=1)" Jo.
"V 2n+1)(2n—-1)---37°
O' 0—

92n+1\/ng)2
= Jp=(-1"——.
(2n + 1)!

2n+1 2
|G o ler- (Dt = S
-On a ||@Qnl = An 'IPn,[
/1~‘(\\ N Hp,ll _ JlQn” - 22n+1(n!)2. ,:fn!)z s 22”"'1(n!)4 |
Aty X 2n+1 (2n))2  (2n+1)(2n!)2

|Bli?  n?
|Pacalf? 402 -1

‘
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