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L'usage des calculatrices est strictement interdit.
Une grande importance sera attachée 4 la rigueur du raisonnement, & la clarté
§ de la rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat

3 énoncé dans le sujet peut 8tre utilisé pour traiter la suite, méme #'il 'a pu
3 étre démontré.
Partie I

Soit A € R\{0}. Pourn € N*, on désigne par u,(A) = Jr ch{)\z) cos{nz)dz.
‘ & -

Ashaw
1. Montrer que uy()) = (—1)""‘2 P

général u,()) est convergente.

et en déduire que la série de terme

2. ParzeRetneN ,onposeD,,(z)=1+2Zcos(kz).
k=1

a) Calculer /: Dy (z)dz.
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b) Montrer que pour tout z dans R , on a :

sin(zm:l2 ) ¢ oz
/) Dale)=4 “en() ' "TFT
74 2n+1, siz € 2nZ,

ou 27Z = {2k , k € Z}.
3. Soit ¢ I'application définie sur [0 ,7] par p(z) = ch()\z) — 1.

Montrer la relationAs_‘uivante -

3 w(d) = g % s—"éi—”) % % /: ¢(2) Dn(z)dz.

LGN €0, 7]
4. a) Montrer que la fonction z — ®(z) = { sin(%)’ ’
' ,azxz=0,

est de classe C! sur [0 ,7].
b) En utilisant une intégration par parties, montrer que
lim @(z)Dyp(z)dz = 0.

n—+oco

5. A Taide des réﬂulta.ts précédents, montrer que pour A € R\{0} on a:

”»

E.ﬂl i i(_L_ fe .]:.)
£n? 4 A2 22Ysh(xw) AT
6. Calculer les sommes des sénes numériques suivantes :

+oo n n

VR
~9n? + 1 ?+4

: n=1
Partie II
; i

Soit A € R\{0}. On considére 'équation différentielle du second ordre 3
coefficients constants :

| | V(z) - Ny(z) = 3.

1. Montrer que toute solution réelle de cette équation est de la forme

y(z) = ach(Az) + Bsh(dz) — -2-%\; , a,fER

2. En déduire la solution paire de cette équation vérifiant ¥/(7) =

N’I=\
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. Montrer que pour tout z €}-7 , 7, on a :

1 n+1

asg .
= 22 sin(nz).

n=1

. Montrer que pour tout T € [-7r 7r] ,ona:

=—3—+4Z 2 cos(nz).

. Pour x € R, on pose

n+1 +oo (_1)n

h(x) Z 2(n2 ot A2) COS(M) et f( ) Zlnz e A2 COS(TL(E).
a) Montrer que h est de classe C? sur R et que I’'on a pour tout réel z,

W'(z) = f(=).
o e \? 1 1
b) Vérifier que m = L
c) En déduire que pour tout £ € [-m , 7], ona:
% .
e h(z).
fla)=Z - T+ ¥n(a)

. Montrer que la fonction f est de classe C? sur [-m , 7] , paire et quelle

1
est solution de 'équation différentielle : y’(z) — Ny(z) = g avee

y'(m) = g

. Montrer que pour z € [-7 , 7| ,on a:

= =P 7 ch(Az) 1

;nz X eirme) = 22 sh(Am) T oaY

. Montrer que pour tout z €]-7 , 7[ ,on a :

)"'*‘1 7 sh()\z)

= sin(nz) = 2 sh(hr)’
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Probléme 2.

On désigne par E = R[X] , l'espace vectoriel des polyndmes & coefficients
réels et pour n € N, E, = R,[X] le sous espace de E formé par les polynémes
de degré inférieur ou égal & n. Sur E, on considére le produit scalaire défini
par : ‘

1 1
VP.QEE, (P/Q)= / Q)=

Partie I

1. On définit la suite (P,)n>0 de polyndmes de E par récurrence :
B=1 :
Po=xr oS X Bp sy
= 5
ou | P> = (P / B) , pour k € N.
a) Celculer P, ,P, et Ps.
b) Vérifier que chaque polynéme P, est de degré n.
¢) Montrer que pour tout n € N, on a B,(—X) = (=1)"F,(X).
 (On pourra raisonner par récurrence).
=) a) Montrer la relation d’orthogonalité :
Vn#m; i) =0.
b) Montrer que {Fg , P; , - -, Pa} est une base de E,,.

3. a) Montrer que pour tous 7 et p dans Navecp <n ,ona:
(P, / X?)=0. |
b) Soit @ € E , de degré ¢ < n , montrer que :
(P / Q) =0.
¢) Montrer que pour tout n > 1,on a:
(Po /| XPo1) = (P /] X").
En déduire que (P, / XPa_1) = | Ba)I*.




4. a) Vérifier que pour tous P et Q dans F ,on a :

(XP [ Q)=(P /[ XQ).
b) En décomposant le polyndme X P, sur la base {Fy, Pi, -« ,Pas1} ,
montrer qu’il existe trois suites réelles (@) , (bn) et (ca) telles que

XP, = 0pPns1 + by Py ¥ coPp-1, pour tout n > 1.

_Bf?

c¢) Montrer que pour tout n > 1,8, =1, =0et ¢, = =,
”Pn-lu

Partie II

.PourtoutnEN,onposeR,,:(X2—1)”eth=Ei—n;(R,,),oﬁ
k

i-(Rﬂ) désigne la dérivée k*™ du polynéme R,,.
dz*

a) Quel est le degré du polynéme Q,? Quel est le coefficient de son
mondme de plus haut degré?

b) Vérifier que {Qo ,Q; ,- -+, @n} est une base de E,.

2. a) Montrer que pour k entier tel que 0 < k < n — 1, le polynéme

dk
Ez—k(R,,) s’annule en —1 et 1.

b) En intégrant par parties , montrer que pour tout P € F
1
ar
(@n ] P) = (<1)" / [ PR @)

c¢) En déduire que (Qn / Pn) =0, pour m < n.
d) Montrer alors que pour tout n € N , il existe A, € R tel que
Q. = P fili gl A e 3 |
' ! 1
. Pour tout n € N, on pose I, = ||Qa]* et Jo= / l(:z:2 — 1)"dz.

a) Montrer que I, = (—1)*(2n)!J,.
b) Trouver une relation entre J, et J,—; , pour n > 1 puis donner
'expression de J;,.
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¢) Donner alors [|Qn|% , | Pal)® et ca
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