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PARTIE 1

1.  Soit P € Ry[X] , AP" + BP est un polynéme , donc 2L(P) e R[X] .
e Soit Q€ Ry[X]et A€ R. Ona
LAP+Q) = A(AP" + Q") + B(AP' + Q') = A(AP” 4 BP') + (AQ" + BQ').
Done Z(AP + Q) = AZ(P) + £(Q) et par suite £ est linéaire .
e Soit P € R,[X] de degré p < n.
Ona: P est nul ou de degré (p — 2) et P’ est nul ou de degré (p—1).
Comme A € Ry[X] et B € Ry{X] , alors deg(AP") < p et deg(BP') < p. Ainsi, deg(Z(P)) < p<net
finalement % (P) € Ry[X].
Ceci montre que .Zest un endomorphisme de Ra[X].

2. (a) Puisque : .Z(1) =0, Z(X) =B =g+ X
et L(X?) = 2A 4+ 2BX = 200 + 2(aty + Bo) X + 2(o2 + B1)X?, la matrice M de .2 dans la base
canonique (1,X, X?) de Ry[X] est donc:

0 Bo 20
M= [0 B1 2(a+pBo)
0 0 2(x+p)

(b) M est triangulaire supérieure , ses valeurs propres sont donc les éléments de la diagonale. Ainsi,
les valeurs propres de M sont : 0, B et 2(a + Bi) . Or, par hypothése , 1 #0, o + B1#0et
200 + By # 0 ce qui donne 2(ay + B1) # P1. Les 3 valeurs propres de M sont donc 2 a 2 distinctes
et comme dim(R[X]) =3,
alors M est diagonalisable.

0 Bo 2a
3. (a) Danscecas M = {0 1 2Bo | etles hypotheses du 2) (b) sont vérifiées. La matrice M est
0 O 2,6] F
donc diagonalisable . :
(b) M étant diagonalisable et admettant 3 valeurs propres distinctes , cherchons une base de Rj[X]
formée de vecteurs propres de M : -
epour A =10 , est un vecteur propre .

—B1 Bo 20
e pour A = f , on cherche P € ker(M — B1I). Comme M — Byl = 0 0 2B}, alors:
0 0 B

Py = Bo + B1X | est dans ker(M — B11).
» pour A = 2f3; , on va résoudre :

X -2B81 Bo 2w x 0
Z 0 0 0 Z 0

Ce qui donne un vecteur propre | Py = aof1 + B2+ 2Bop1 X + BIX?
cl : (Po, Py, P,) est une base de Ry[X] qui diagonalise M.

0 fo 2 0 Bo B
4. Danscecas, M= [0 By 280 =10 pB1 2B -
0 0 2(052 + B1) g0 B
M admet donc 2 valeurs propres : 0 et By , qui sont distinctes avec 31 de multiplicité 2.
Alors M est diagonalisable si et seulement si dim (ker(M — p11)) = 2, ce qui signifie que (M — B11)
estderang 1.

-B1 Bo B
OrM— Bl = ( 0 0 2Bg|. Ainsi, M — p;]est deranglsiet seulement si Bo = 0.
0 0 0
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PARTIE 11

(@) ¥Yx,y € R, ona (x+y)? = x> +y* +2xy et 2xy < x2 + y? (car (x — y)* > 0). Ainsi (x +y)? <
202 +9%) .
(b) sOnaHCC(LLR)et0€H.
e Sif,g € Het A€ R, alors Af + g est continue sur [.
e On a wf? est intégrable sur I, donc wA?f* I'est aussi .
De plus , par 1) (3) , (Af +g)? < 2(A*f% + ¢%) donc
lw|(Af +8)? = w(Af + )% < 2(wA?f? + wg?) qui est intégrable sur I, car
wA?f? et wg? le sont . Ainsi w(Af + g)? est intégrable sur I.
d:YAcR,Vf,gcH,Af+g€H, H est donc un sous-espace vectoriel de C(LR) .

e Ona2|f]lgl < (f2+¢%) etw >0, donc w.|f.g| < 5(wf?+ wg?). Comme
(wf? + wg?) est intégrable sur I (car f , g € H) , alors w.|f.g| est intégrable sur I et par suite w.f.g
est intégrable sur I .

e En utilisant 2), il est clair que < .,. > est bien définisur Hx H .
e Soit f,g €H. Ona< f,g >= _/jw(t)f(t)g(t) dt = flw(f)g(t)f(f) dt=<g,f>.
e Soit f,fo,geHetA€R. Ona

<M+ fug >= [ O@OADE +eAME) #=A<fug>+<frg>.

Donc < .,. > est linéaire par rapport a la 1% variable , et par symétrie ,
< .,. > est bilinéaire .

eVfeH, < ff>= [w®(F) dt 20, arviel, a®(fBF 20.

Deplus, < f,.f >= 0= fw(t)(f(t))2 dt = 0. Comme wf? est continue et positive sur I, alors
I

vt € I, w(t)(f(t))2 =0 et parsuite Yt € I , f(t) = 0. Ceci montre que < .,. > est définie positive .

PARTIE 111
1 1 1o e
Vx €] - 1,1[, (2% - Do/ (x) = — (22 — ”(TLWV : fi = i—;—i—\[{fi = w(x)

(a) £(1) =0, 2(X)=B=1+2X
et pour k > 2, L(X%) = k(k + 1)X* + kX1 —k(k - 1)x*2.

(b) La matrice M de .# dans la base canonique (1, X, ..., X") de Ry [X] est donc

0 1. 2 00 0
{02 2
- 0 0 Bav SHCE 0
—n(n—1)
: " n
0 .- e 00 nmln+1)

(c) M est triangulaire supérieure , car Vk € {0, i 1ES deg(£(X*) < k. Ses valeurs propres sont les
éléments de la diagonale , qui sont donc :
A =k(k+1),ke{0,.. n}.

(d) On a dim(R,[X]) = n+1 et M admet (n + 1) valeurs propres distinctes
(k(k+1) = p(p+1) = k = p), donc M est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de
dimension 1.




3. (a) Il existe une base de R,[X] qui diagonalise M, formée de vecteurs propres de M, donc de & .
Comme les sous-espaces propres ker(.¥ — Axid) ; k € {0,...,n} sont de dimension 1, alors dans
chacun d'eux ,il existe un seul polynéme unitaire . i existe donc une unique base (PU,JJ, cson o)
de Ry [X] telle que Py € ker(.Z — Aid) et Py soit unitaire pour tout k € {0,...,n}.
(b) Ona pourtoutk € {0, ...,n} , L(P;) = APy . Soit p =deg(P,) , ona:
0, sip=20,
L(P) ={2X +1, sip=1,
pp+1)XP +.., sip>2.
En comparant les coefficients dominants de .%(P;) et de AP, , on a :
Ac=k{k+1) = p(p+1), d'ol p=k. Ainsi, deg(P) =k, Vk € {0,....n}.

(c) o Py € ker(%) et Py est unitaire = |‘J30 =i

.P1IX+REE¢5‘?(P1)?':2P1 :b{P]:X-}"%

chzX2+ocX+f3et.§f(P2)—_—6P2:=> P =X2+§X—-‘.

4. (a) Soit k € N. x — x*w(x) est continue sur | —1,1[ .
Au voisinage de 1, lim *w(x) =0, donc x — x*w(x) est intégrable sur [0, 1].
A

’ 2
Au voisinage de (—1) ,on a: |xf|lw(x) ~ 2z .
=1 (14 x)2

: intégrable sur]—1,0] car 1 < 1 .D'od
x - xFw(x) est intégrable sur ] —1,0].

(b) Soit f € R[X]. On pose f2(x) Z mx*. Comme, Yk € {0,..,m} , x — xfw(x) est intégrable sur
k=0
] —1,1], alors wf? est intégrable sur ] —1,1[. f étant continue sur | — 1,1, alors f € H et par
suite R{X] ¢ H.

5. (a) Soit L,Q € R[X] . Ona #(P)— P = (X2 — 1)P" +2XP' = ((X2—1)P')’ . Ainsi, 3 'aide d'une
intégration par parties sur [a:, Al,ona:

f:_sf(p)( DO w(t)dt = f (L (P)(t) - P'(1))Q(£) ol t)a'tT/ P/()Q()w(t)dt = (£ - 1)P"{f).Q(r)w(t)]i
[ @ -nPe@erma+ [*Poonen -

- BB B

(2 = DP@QWw®)] - [* ¢ - )P (O (w( - [ =nPmemw b

+ /ﬁ P(HQ(Hw(t)dt

or, d'aprés 111) 1), On a (2 — 1)w/(t) = w(t) , Vt € [a, B] . Donc :

[: (2 — )P (HQ(H ' (H)dt = fﬁ P'(H)Q(t)w(t)dt. Dol

[ 2®weweni = [ -nro.onen] - [*@-nroQnena:

(b) Vi€ [, 8], (- Dw(t) = (I—t)(l—l—f)(l-—f)f( —|—t)T— (1~t)§(1+t)%

D'autre part bm(t?—wp( HRDw(t) = Jim, (£ - 1)P'(1)QH)w(t) =0,

et £ (#2 — i.)P’( )Q (Hew(t) est intégrable sur ] — 1,1[ .Donc , en faisant tendre « vers —1 et f3
vers 1, on obtient d'aprés 1'égalité du 5) (a) :

< Z(P),Q >= /“11 (1= B2+ 2P (1H)Q (H)dt
s /11 (1- 03+ 0 1P (1)t
=< 2(Q),P >=< P,2(Q) >.

6. Soitk,1 € {0,...,n}. D'aprés 5), ona < L(P,), P, >=< I, Z(P) >. Ce qui donne
< MNPy B >=< P AP >= (N~ X) < PP > O . Doncsik # [, ona A # A et par suite
< P, P, >= 0. Ainsi, (P, Pl,_.,Pﬂ) est une base orthogonale de R,[X] .
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PARTIE 1V

.Vx€R, Hg{x)—-ex w(m( )“1 Hy(x) = —eXa/(x) = 2x et

Hy(x) = e w"(x) = 4x*

Doun:¥VxelR, ng =1],|H(x —in,[Hz = 4x2 —2!

. o Toute fonction polyndme f est continue sur R .

oVkeN, |la(x) = |xkle - o() et x > % est intégrable sur [1, +o0o[. Donc x ~ x*
X—4o0

est intégrable sur [1,+oc[ et comme elle est continue sur [0,1], alors elle est intégrable sur {0, +oo|

et par parité , elle est intégrable sur R . Par combinaison linéaire , on a alors : Vf € R[X], fw est

intégrable sur R , donc f2w est intégrable sur R ( car 2 € R[X]). D'od R[X] C H..

w(x)

: SmtneNeth]R On a:

Hy(x) = (=1)"e* w(“J( ). En dérivant , on obtient :
Hj(x) = (~1)" [2xe” ) (x) + e 1) (x)]

s 2xfi—n(x) Pl (__1)n+lex2w{n+l)(x)
= 2XHn{x) — Hypq (x)
D’oll, Hyy1(x) = 2xHy (x) — H; (x).

(@ VneN* ,VxeR, 2Hn+1(x} = (=1)"He? ) (x) = (=1)"He? ()M ().
Or, w'(x) = —2xe™* , en posant f(x) = —2x ,ona ' = f.w. Utilisons la formule de Leibniz ,

on aura ()™ = (f.w)® = Z Ck 8 k),

or f® =0,Yk>2, donc (w’) (M (x) = C? f(x)w™(x) +CL f(x)w™V(x). D'ol, @™ (x) =
~2xa(™ (x) — 2naw(™=D(x). Ce qui donne
Hupa (1) = (=) (~2xw® (x) - 21D (x)) = 2xHy(x) — 2nH,-1 ().

(b) Vre N* , VxR, Hi(x) = 2xH,(x) — Hy41(x) , par 3)
= 2nH,_1(x) , par 4)(a).

(a) Montrons par récurrence que H, est un polynéme de degré # et de coefficient dominant a, = 2".
e Pourn =0, Hy =1, le résultat est vrai . :
e Pourn =1, H; =2X, le résultat est vrai .
e Soit n > 1, supposons le résultat vrai pour tout k < n et montrons le pour n+ 1.
Par 4) : Hy1(x) = 2xH(x) — 2nH,_1(x) ,¥ x € R, Hy, et H,_; sont des polynémes , donc Hyq
est un polynéme . D'autre part ,
deg(Hy) = n = deg(XH,) = n+1 et deg(Hy—1) =n—1 <n+1, donc deg(2XH, ~ 2nHy_1) =
n+ 1 cad deg(Hp41) =n+1 . De plus, le coefficient dominant de Hyi1 est ayq = 2a, = 2°F1

(b) Par récurrence surn . Pourn =0etn =1, le résultat est vrai .
Pour n > 1, on suppose que Hy(—x) = (—1)*Hy(x) , pour tout k < n.
Ona:Vx€eR, Hyp1(—x) = —2xHy(—x) - 2nH,_1(—x)
= 2(—1)""xH, (x) — 2(~1)*"nH,_1(x)
= (—1)"1 [2xH,(x) — 2nH,_1(x)]
= (=1)"*1H,1(x) . D'ol le résultat pour n + 1.

.Ona: #(H,) = AH! + BH}, = H!! — 2XH},. Donc .Z(Hp) = 0 et d'aprés 4)(b), on a pour n > 1,

H;, = ZﬂHn_.].
Ainsi , £(H,) = 2nH,_, — 4nXH,_, = —-2n(2XH,_1 — H}_;) = ~2nHy, , d’aprés 3). Finalement ,
Z(Hy) = —2nH,, ce qui implique que H, est un vecteur propre de .#.

(a) Soitn € N*, OnaVx € R, w1V (x) = (~1)""1H, 4 (x)e .
Alors, P(x)w"V(x) = (=1)*1P(x)Hy.1(x)e™* e 0 (resp. — 0), car pour tout k € N
X—+-Foo SN
, lim xe ™ = lim xfe™* = 0, et PH,_q est un polynome. Ainsi xliT P(x)aw™D(x) =

b e e ] X—r—00

Jim P(x)a*D(x) =0




400
(b) e Pourn > 1, < Hy, Ho >= f () Hu () Ho(t) dt

a2 ,
,/ we—ti(_l)nefzw(u)(f) dt

o0

= (-1Y" j_:o wt (¢) dt

. (_1)” [w{n_l)(t)]r_...‘.
f——00
Or flim w1 () = zlh}rﬂ w1 (1) =0, d’apres (a) , donc < H,, Hg >=0, pour n = 1.
— 00 -t 400

oo
o pore 0 o iy e s f it — /7
—O0

(c) Soitn,meN*. Ona
+eo +oo
< Hyp, Hy >= w(tYHy (£)Hy (t) dt = (—1)”[ W) (£) Hy () dt().
S I s
Soit [, f] € R. En faisant une intégration par parties , on obtient :

j'ﬁ W (O Hy(t) dt = [w(n—l)(f)pf,n(r)]z--fﬁ W=D (1) HL (1) dt

[w{u-wlj(t)Hm(t)]i iy [ﬁ w(ndl)(t)f{m,__l(f) dt

(car HY,, =2mHy,—1 ). Or Hin € R([X], alors d’apres (), on a
tlim oD () Hy(t) = fhf' w1 (£)Hy(t) = 0. Ce qui donne lorsque

t——co
+oo . +oo
& — —oo et B — +oo : f W () Hin(t) dt = —2m[ WD () Hy_1(t) dt. Par suite , <
+oo o e
i, Ha= (_-mf w® (1) H(t) dt
e o0
=2m(-1)"* [ (=D (£) Hy -1 (t) dt
=2m < Hy_1,Hp-1 > , par ().

(d) Soient n,m € N* tels que n > m .D'aprés (b) et (c) ,on 2
< Hy, Hy >= 2m < Hp—1,Hp-1 2= 0 = Ml < Hyom, Hp >= 0, carn—m #£ 0. Ainsi, par
symétrie , < Hy, Hp >= 0, sin # m. Donc la famille (Hn)n>0 €st orthogonale . D'autre part ,
(Hy)o<k<n €St orthogonale dans R,[X], donc libre et de cardinal 7 + 1 = dim(R,[X]). C'est donc
une base orthogonale de Ry[X] .

(e) D'aprés (d) et (b), ona < Hp, Hy >= 2Mul < Ho, Hp >=2"nly/7 .
() Soitn e N*. (Ho, ..., Hy) étant une base de R,[X], alors ¥P € R, (X,
n
Iag, ..., an) € R* 1 telque : P = Y acHy . Comme (Ho, -, H,) est orthogonale < P, Hp >=ap <
k=0

<PHp> ;
Hp, Hy >= ay2Pp!y/7 . Ainsiay = ?F;T;_;r— , d'otl le résultat.

(a) Montrons le résultat par récurrence sur 7 € N* .
e Pourn=1,V(xt) eR?, % (e‘("“‘}z) =2(x— t)e‘(""’)2 = Hi{x— t)e“{’“’)2

o Supposons le résultat vrai pour n € N*. Soit (x, t) € R%
an-&-l

M
T () = 3 () = e -0
= 2(x — t)Hp(x — pye= =" — HY(x - t).tz”(x_‘}2
= ==t [2(x — )Hu(x — ) - H(x — 1))
= G-PH,  (x—t), d'apres 3) .
(b) i. Onat i+ e¥ est développable en série entiere en 0, de rayon infini et { = et est

développable en série entiere en 0 , de rayon infini , leur produit gy est alors développable
en série entiére en 0, de rayon infini .




i

ii. g, étant développable en série entiére en 0, de rayon infini , elle est alors la somme de sa

o0 g[rr} (OJ
série de Taylor en 0. Ainsi, Vt e R, g«(f) = }_ _x"r_{" "
n=0 :

Org.(t) = e e=(="  ce qui donne g (t) =¥ 5—}}; (e =) ) donc d’aprés (2) , pour t =0,
gi’”(()) = ¥ Hy(x)e™ = Hy(x) . '

Y + o0 H
D'ot, ¥(x,1) € R?, g2xt—t* _ z &t”.
n=0 s
(©) i. @ est continue sur R. Comme w(x)p2(x) = e e = e~ -1" alors
w(x)p?(x) = o(%) etw(x)p?(x) = o). Ainsi, we? est intégrable sur R et par suite
st o g %

eeH.
B e i i +oo o fiy (1) ¢y £
ii. Ona: < @ Hy, >:/ e~ et Hy(t) dt = (—1) f e e\ (t)e' dt

— O —O0

= (—1)" /_: WM (1) di(x+)

Une intégration par parties donne alor's
< @,Hy >= lim ((uq)“[ = 1‘(r) = e f dt)
X - 00

Comme w"~1(#) = (~1)"~1H,_;(t)e~* et H,_, est un polynéme, alors
lim ew® V() = lim efw™ V() =0.
t—-4oo t——eo0

+
D'oll, < @, Hy >= —(—1)**] w1 (1) dt =< @, Hyoq >, par (%) .

iii. D'apres ce qui precede < ¢, Hy > <@,Hy>,¥YnelN Or

+oo 2 +oe +DC i 1

< @,Hy >= / et dt = [ et~ (=87 gt = ¢k / du = «/m.ed par le change-
—a -0 J=00

ment de variable u =t — 5 .Donc < ¢, H, >= ﬁei ¥neN.

(d) En prenant ¢ = 1 dans 8) {b) ona:

VieR, e i = Z B x), )" vx e R ex:+m H"(x)e}i.
’ ni=(} nl‘ : n=(0 2".n!
J RS g TR
D'ou, d'apreés (c) iii), on obtient &* = —— - H,(x}.
n-z—-:(J 2inl/m "
PARTIE V

. Soit f € LI(R) et soitx € R . Ona: |e™f(¢)] = |f(t)] et |f] est intégrable sur R , donc t — e f ()

est intégrable sur R.

.SOitfgeLl(R} AcCetxeR. Ona

(F+8)) = [ E™Af(0) +5(0) dt = AT(x) + §(x)- Ainsi (3 +g) = A+

. Soit f € LI(R) .L'application : (x,t) + e*f(t) est continue sur R x R et vérifie I'hypothése de

domination , car: Vx € R, Vt € R | f(t)] = |f(¢)] et |f] est intégrable sur R.
Ainsi f est continue sur R.

s o +oo
De plus , Vx € R, |F(x)] < [ P F(8)] dt = f F(8)] dt
donc fest bornée sur R.

(a) Soit v : (x,t) = &*¥f(t) .On a:
e 1P est continue sur [ x &, et vérifie I'hypothése de domination .
d : - d .
° a—i}(x, t) = ite™ f(t) = i n(t) , donc 8% est continue sur K x JR.

De plus,¥xc R ,¥Vie R ,|§;—i) (x,£)] = |h(£)] et |h| est intégrable sur R ,




?xi vérifie donc I'hypothése de domination .

D'aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale , f est de classe C! sur R.
D'aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale , on a :

(f)f{x) = /_T i—frx t)dt =i f_:o e¥h(t) di = ih(x).

"X
(@) f étant de classe C! sur R ,onavx e R, f(x) = ]0 f'(t) dt + f(0) et comme f' est intégrable

sur R, f admet une limite finie I en +oo et une limite finie I’ en —co.
Sil#0,alors|f(x)] ~ |I| et par suite ceci contredit le fait que f € LY(R). Ainsi, 1 =0.
00

|
i
1

Xkt

De méme ,sil’ £ 0, |f(x ~ |lI'| et comme x +— |I'| n’est pas intégrable sur | — o0,0], on a
| s p ]

e

nécessairement I’ = 0. Finalement : lim f(x)= lim f(x) =0.
r—+400 b e St e ]

—_— +oo
Soitx e R. Ona (f')(x) = / ' f'(t) dt . On effectue une intégration par parties :

f_o;ef”‘f’(r) dt = [e""f(r)]: —f_z ixe"™ f(t) dt .

Or, d'aprés (a) , lim ¢ f(x) = lim e f(x) =0, car |e"*f(t)| = |f(t)| , donc lorsque « tend

vers oo , on obtient : G‘T){x) =— / - ixe™* f(t) dt = —ixf(x).

* o € L(R) , car ¢ est continue sur R , et go(x) = o)
X-—++0co
= L
@o(x) imy o(3)-
 x — x@p(x) est de méme intégrable sur R , car x@q(x) = o(%) au voisinage de +co et de —oo .
e ¢ est de classe C! sur R et comme ¥x € R, pf(x) = —x¢q(x), alors ¢ est intégrable sur R.

g vérifie ainsi les hypothéses de 4) et 5) .

Onavx e R, y(x) = —x@o(x)-

D’aprés (b) ,Vx e R, (/c;gj(x) = —h(x) , oil

h{x) = x@g(x}).

D'aprés 4) , ?z(x) = —ig (x) et d'aprés 5) , @'(x) = —ix{pg(x) , donc:
Vx € R, —ix@g(x) = iy (x) , ainsi @; vérifie I'équation différentielle

(d) ¥ +xy =0 est une équation différentielle linéaire du 1*" ordre , dont les solutions sur R sont :
2

Ry

x+—+Ae~T ,AcR. Donc 3A€R, tel que
s o ~ps +oo 2 +oo 2
VxeR, @g(x) = Ae~7 . Or pp(0) = [ TR \/E/ ™" du ( par le changement de
o )

]
2

variable C1-difféomorphisme  — +/2t). D’oil @p(0) = /27 et par suite Pg(x) = v2me T,
VxeR. ;

& 2
Ona: VxR, @uyi(x) = Hyg1(x)e™ 7 = [2xHy(x) — Hy(x)]e™ 7
22 ’
= 2x@q{x) — Hj(x)e™ T .
3 2

Or, ¢, (x) = H,(x)e~= — xHu(x)e~ 7 , ce qui donne :
@ni1(x) = 2x@n(x) — (@ (x) + x@n(x)) = x@n(x) — @, (x) . Ainsi,
Vx € R, @nya(x) = 20 (x) — @y (x) = hn(x) — @ (x)-
e On a @, est continue sur R. De plus, comme H, est polyndmiale , alors pn(x) = o(-xl.;) au
voisinage de —oo et de oo et par suite @, € L} (R) .
o ) (x) = x@n(x) — @ny1(x) = 0(:;) au voisinage de —co et de +oo , donc ¢, € LI(R) .
o 1,(x) = x@p(x) = o('xlz) au voisinage de —oo et de +oo , donc 1, € Lz (R) .
D'aprés (b) , les hypotheses de 4) et de 5) sont vérifiées par ¢, , donc:
Vxe R, hy(x)= —i((ﬁ;)"(x)het (p;(ail_: ixioy(x).
Ainsi, Vx € B, @pi1(x) = hn(x) — @i (x) = —i(@n)'(x) — ixPn(x) (* = *)



Montrons par récurrence sur n € N, qu'il existe A, € C tel que Pn = An®n -

e Pour # = 0, on a montré que pg = V27.¢g , le résultat est donc vrai , avec D” = 2|

o Supposons que pour n € N, @ = Ay , €t montrons le résultat pour n+1.

6;! = Aoy — (fﬁ;)’ = Anw;l .

En utilisant (* * *) et (a), on obtient :

Vx € R, @ui(x) = —iAn@p(x) ~ iXAp@n(X) = iAn (—@h(x) + x@n(x)) = IAn@ny1(x). Alnsi,
Bl = Aua1@us1 » AVEC Ayyq = idy , e qui donne : A, = i"Ag = ity/2m.

Finalement , on vient de prouver que : l;n eN, pp=i"V2n (p].
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