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Probléme 1

Partie I
1/ 2 points
vz,ye RY, <z/Jy>=< TN ziei [ e — SN vie > = Ty — TN, Ty

2/ a)

i) — ii) 1 point

11 suffit de prendre z = y.

ii) — iii) 5 points

Notons M =t AJA — J.

Ve RY, < Az/JAz > = < z/tAJAz > . Alors, Vz € RY, < z/Mz >=0."
En particulier, Vr,y € RY, <z +y, M(z+y) >=0.
D'on, Vr,y € RY, <z, My >=0.

On conclut que M = 0.

iii) — 1) 2 points

Vr,y € RY, < Az/JAy > = < z/tAJ Ay >=<z/Jy > .

D)

Gy ={A € M(N, R/A vérifie la propriété (P)}.

i) 1 point

Soit A € Gy, on a |det(*AJA)| = |det(J)|. Donc, |det(A)|*> = 1. D’on, |det(A)| = 1.

11) 4 points
* Soient A,B € Gy. On a




~

‘(AB)J(AB) =t BtAJAB =! BJB = J. Donc, AB € Gy.

** Soit A € Gy. Comme |detA| = 1, alors A~! existe.

Ona‘AJA=J Do, J = (*A)-1JA! =t (A"hHJAL

Donc, A~! € Gy.

On conclut que Gy est un sous-groupe de GL(N, R) pour la multiplication des
matrices.

Partie IT On prend N = 2.
1/ a) 5 points
Soit

b ea

* 11 est clair que E C Gs.

*smm:(g 2)6@2.
2 2

. _ [ a*=b° ac—bd

Ona’dJA={sta 2-@ )

Alors, A € Gy si et seulement si tAJA = J, ce qui est vrai si seulement si

Ez{(a 6b);ee{—l,l}, a,be R et a2—b2=1}.

a2- =1 (1),
{ ac =bd (2),
- =1 (3).

bd
D’apres (1), a # 0. (2) implique alors que ¢ = —
De (3), on déduit que a? = d2. D’ou, le résultat.

b) 5 points

Soient a,b € Rtel que a? — b =1 et e € {—1,1}. Onaa? = +1 ¢ [1,+o00[. 1l
existe alors ¢ € Rtel que a® = ch?(t). D’ot, a = erch(t), e € {~1,1} et b = €ash(t),
€2 € {-1, 1}

En posant, €3 = €€y, on obtient le résultat.

2/ Gy = {A(t) = ( zzgg ‘ZZ((:)) ); te IR}.

a) 2 points

* é’z C Gs. ~

** 11 est clair que Vs, t € R A(t)A(s) = A(t+s) € Go et
(A@)t = A(-t) € G,.

D’od, G, est un sous-groupe de Gs.

b) 3 points
Soit ¢ € IRfixé. Le polynome caractéristique de A(t) est:




Xap)(X) = X* = (2ch(t) X +1 = (X —e™)(X —é).
* Ker(A(t) — ') = vect < e, +ey >,
* Ker(A(t) —e™lh) = vect <e; —ep >.

On prend alors, P = ( i ji >

c) 1 point
Soit I’application
p: R — G,
11 est clair que:
* ¢ est un morphisme de groupes.
* Ker{p} = {0}.
* © est surjective.
@ est donc un isomorphisme de groupes.

0 1
3/ 5=(] )
a) 1 point
On a B>=1,. Donc, Vp €N B¥ = [, et B?+! = B.
b) 3 points
On a

t2k

2n ¢k Bk Chotm  Thoo ey ch(t) sh(t)
. - ] — )l .
Vt € ]R, lim ,;) %l nLu—?-oo( 3k = ( Sh(t) Ch(t) .

n—1 t2 +1
™ k=0 rrI k=0 3R

Partie III On prend N=3.

1/ 3 points
a sh(t) 0
Soit M = (b ch(t) 0).
c 0 1
a? - b - 2 a sh(t) —bch(t) —c
Ona‘MJM=(ash(t)—bch(t) -1 0 )
e 0 -1
a?-b* =1, (1)
M € Gj si et seulement si { e=1) (2)
a sh(t) =bch(t). (3)

(3) et (1) impliquent que a2 = ch?(t). 1l existe alors € € {—1, 1} tel que a = € ch(t)

et b= e sh(t). D'ou,
ech(t) sh(t) 0
M = (esh(t) ch(t) 0 ) :
1

0 0




s
010 z(t)

Soit H=| 1 0 0 | et X(¢)=| y(t) |. On veut alors résoudre I’équation:
000

X'(t) = HX().

On a H(e; +e2) = e; + e, H(ey — e3) = —(e; — e2), H(ez) = 0. H est alors
11 0

diagonalisable. Si on pose P = ( 1 -10 ), ona P"'HP =D, ou
00 1

10 O
D= ( 0 -1 0 ) Donc, (P1X)(t) = D(P~1X)(t). 1l existe alors, o, 8,7 € R/
00 O

aet aet + fe* _
P1X(t)=| Be* |. Dou, X(t)=| aet—Pe |,a,8,7€ R
Y Y

3/ a) 1 point

10 O :
tAJA=[0 -1 0 .D’ou, A € G;j.
00 -1

U

b) o points
Le polynéme caractéristique de A est donné par:

Xa(X) = (X - 1)(-X*+6X - 1).

Les valeurs propres de A sont donc:

A =1 A =3-2V2, A3 =3+2/2.

Les espaces propres correspondants sont:

E), =vect < e; —e3 >, E), = vect < —\/561 +e;+e3 >,
E), =vect < V2e; + €3+ €3 >.

0 —vV2 V2
On pose alors, P = ( 8 R | ) .
-11 1
On a

10 0
PlAP=| 0 3=2V2 0 .
00 3422




Donc, pour tout p € IN

10 0
A”=P(O (3=2v2)P 0 )P‘l.
00 (34 2V2)?

c) 1 point
Soit V' = (a,b,c); a,b,c €N On a

<V/JV >=a®—t* = 2

Pour avoir < V/JV >= 0, il suffit de prendre V = (1,1,0).

d) 2 points

Soit S = {A™V,n €N}. On a,

VneN < A™V/JA Y S>=< A"V/JAMV >.

D’ou, Vn eN< A™V/JA™V >=0.

Comme A est a coefficients dans IN A™ est aussi a coefficients dans IN Il reste alors
a montrer que ’ensemble S est infini. Pour ceci, on démontre que

Vm,n € N,m #n, A" # A™v.

Supposons qu'il existe m < n dans Ntel que A"v = A™v. Comme A est inversible,
on alors, A" "™v = v. v est donc un vecteur propre de A"™™ associé a la valeur
propre 1, i.e. v € E),, ce qui est faux. D’ou la contradiction.

Probléme 2

Partie I

1/ a) 3 points

Sachant que % est une fonction continue a valeurs réelles, de classe C! par morceaux,
impaire et 27-périodique, telle que ug(0) = ug(m) = 0, le théoreme de Dirichlet
implique que:

(o <] 2 ™
Vze R w(z)=) besin(kz), ov b= —/ uo(z) sin(kz) dz.
= 7 Jo

b) 2 points
D’aprés le théoréme de Bessel, la série 3 |bx|? converge, d’ou limg—+oobx = 0.

27/ a) 2 points '




Soient @ >0 et p €IN On a limg__o, kPe~**+Da — 0, et limy__.o b = 0.

D'ou, Img__, o kPbe=FFla — .

b) (2 + 1+ 3 + 2) points
Notons, pour k €IN', uy(z,t) = bee=***+Vtsin(kz), ot (z,¢) € [0, 7] x [0, +oo].
On a alors, Vk €N, Vp,g € N, ¥(z,t) € [0, 7] x [0, +00],

8”+quk
0zI0tP
Do, Vk €N, ¥p,g € N, Ya > 0, ¥(z,t) € [0, 7] x [0, +-00],

IB”'“’uk(z, t)
0zI0tP

D’apreés a), on a limg__,o, k%v; = 0. Ceci montre la convergence normale ( et donc

q
uniforme) de la série 3", g:az:: sur [0, 7] x [0,+oo[. D’oll, u = £, ux admet des

dérivées partielles & tout ordre, continues sur [0, 7]x]0,+o0[. Donc, u est de classe
C* sur [0, 7]x]0, +o0].

(z,t) = (—=1)P(K? + 1)PkIbxe~**+Dt sin (kz + q%).

(z.t)| S = (k2 + 1)qulbk|e—(k2+1)a_

c) 2 points

On a
ou 0%y X /0ur
E(IL‘, t) — 3_223(1:’ t) + U(IL', t) = Z (W = 6—232-

k=1

- uk) (z,t) =0,

Vz € [0,7], V¢> 0. Par ailleurs, il est évident que u(z,0) = uo(z), Vz € [0, 7]

et que u(0,t) = u(m,t) =0, V¢t > 0. )

3/ Soit v une fonction continue sur [0, 7] x [0, +oco[, & valeurs réelles, de classe C?
sur [0, 7] x]0, +oo[. On pose

G(t) = /0 " v¥(z,t) dz.

a) 3 points

La fonction v? étant continue sur [0, w]xﬁ, +00[, d’apres le théoréme de continuité
sous le signe intégrale, G est continue sur [0, +oo[. De méme, comme v est de classe
C? sur [0, 7] x]0, +0o[, le théoréme de dérivation sous le signe intégrale, implique que
G est de classe C? sur ]0, +oo|.

b) On suppose que v vérifie

) v
E(z,t) - @(z, t) +v(z,t) =0, Vz € [0, 7], Vt >0,
v(0,t) = v(m,t) =0, Vt>0.




i) 3 points
Yt >0,ona

2,) o 2
Bole 0350 do =i )2 0) - | (gotet)) do

ii) 3 points
Vt>0,0na

Gty =2 [F v(z., t)%tv-(:r, t) dz
=25 v(z,t)(%(z, t) — v(z,t)) dr

Y (v2+ (%)2) @) dz <0

Comme G est continue sur [0, +oo[, G est alors décroissante sur [0, +o0].

c) 2 points

Si v vérifie en plus, la condition initiale Yz € [0,7], v(z,0) = 0, alors G(0) = 0.
Comme la fonction G(t) est positive et décroissante, on déduit que G(t) =0, Vt> 0.
La fonction v*(z,t) étant continue, positive, ceci implique que v est identiquement
nulle sur [0, 7] x [0, +oo].

d) 2 points

Soit w une fonction & valeurs réelles, continue sur [0, 7] x [0, +00[, de classe C? sur
[0, 7] x]0, +00[ et solution du systéme (S).

On pose v = u —w. D’aprés ce qui précéde, v = 0 sur [0, 7] % [0, +00[. D’ol1, u = w.

Partie 11
Soit N un entier positif. On pose h = Wil
Soit A la matrice carrée d’ordre N, définie par:
( 2 -10 . . . 0 O
~1 2:.=1 0 . , : 0
0
1
AN — ﬁ .
) .o ; 0
0 0 -1 2 -1
0 0 -1 2




1/ 3 points
On pose z; = th, i € {0,..., N + 1}.
Soit u une fonction de classe C? sur [0, 7]x]0, +oo[. D’apres la formule de Taylor,
appliquée au point z;, : € {1,.., N}, on a

ou h? 5? h3 6u?
u(zi, t) = u(zit) + h—a;m, )+ 53 (3 t) + 5 + Ke(h)

ou limy__g€;(h) =
ou h? 8%u h3 ou®

w(Zio1,t) = u(z, t) — h’%(xn t) + ?5-3(2&',15) “ 35T h’es(h),

ou limy__gex(h) =

D’ou,

Vi>0, 221;(3:,,:‘,) _ dEint) - 2“(}?’“ + U@t L pen),

avec limy,__o e(h)

2/ Pourp € {1,2,. N }, on considere le vecteur UP € RY, dont la ] composante,
1< 7< N, est:

pJm

)-
a) 2 points
On pose uj = ujy,; =0. Pour j € {1,2,..., N},on a

—uf +2uf —uf_; = —sin(p(j + 1)h) + 2sin(pjh) — sin(p(j — 1)h)
= 2sin(pjh)(1 — cos(ph))

= 4sin(pgh) sinz(%ﬁ).

b) 3 points
Pour p € {1,2, ..., N}, en appliquant la matrice Ay, au vecteur U?, on déduit de ce
qui précede que U? est un vecteur propre de Ay associé a la valeur propre

c) 2 points
11 est clair que la matrice Ay est symétrique. Ay est définie, positive, car toutes ses
valeurs propres sont strictement positives.

d) 2 points
Comme les espaces propres d’une matrice symétrique sont deux a deux orthogonaux,
et que les N valeurs propres de Ay sont distinctes, on déduit que les vecteurs U?,

1 <p < N, forment une base orthogonale de RY.

8




3/
On considere le systeme différentiel:

ZU@M)+ANU@) +U(t) =0, VE>0;
T ) =00,

ot U° € RY, est donné.

a) 3 points

Pour ¢t > 0, on pose a,(t) = < U(t)/U? >. Si U vérifie le systéme différentiel (T'),
alors il est clair que a, est solution du probléme de Cauchy:

2 ap(t) + App(t) + 2p(t) = 0, V¢ > 0;
a,(0) = < U°/UP > .

Il suffit d’utiliser le fait que Ay est symétrique et que AyUP = A, UP.

o

b) (2 + 3) points
11 est aussi clair que ap(t) =< U°/UP > e~®»+1 vt > 0. Comme (U*,...,U
une base orthogonale, on déduit que

NY est

o N 0 /77
Vt >0, Ut)= Z %%E.C—O\ﬁl)t(jp_

=1



