REPUBLIQUE TUNISIENNE

* %k %

Ministere de I’Enseignement
Supérieur

Concours Nationaux d’Entrée aux
Cycles de Formation d’Ingénieurs
Session: Juin 2000

Concours en Technologie

Epreuve de Mathématiques

Durée: 4H Date: 5 Juin 2000 Heure: 8H Nb pages: 5
Bareme:  Probleme 1: [:3pts, II:4pts, III: 3pts;  Probléme 2: L:6pts. I1:dpts

L’usage des calculatrices est strictement interdit.
Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la clarté de la
rédaction et au soin de la présentation. Il est rappelé que tout résultat énoncé dans

le sujet peut étre utilisé pour traiter la suite, méme s’il n’a pu étre démontré.

Le long de ce sujet, on désignera par

e N un entier naturel tel que N > 2.

e (e1....,ey) la base canonique de R.

e < ./.> le produit scalaire euclidien sur IR, défini par

N N N
<zfy >= Zriy,-,, s1T = erei et y= Z Yi€;.

=1 i=1 t=1

e M(N, R) I'espace des matrices carrées réelles d’ordre N.




TR M A AL o M

Probléme 1 Soit J = (ai;)1<:;<v € M(NV, R) la matrice diagonale telle que
Q1) = 1, Ay = —1, pour 2 S /1 S N.

Partie I 1/ Montrer que Vz,y € RY, <z/Jy > =z, — >N, Ty
2/ Soit A € M(N, R) vérifiant la propriété suivante

(P) Vo,y € BY < Az/JAy>=<z/Jy>.

a) Montrer qu’on a I équivalence entre les trois propriétés suivantes:
(1) A vérifie la propriété (P).
Vi) Vo e RY, < Arx/JAz > =< z/Jz > .
iii) FAJA=J, "
*A étant la matrice transposée de A (ieVz,ye RY, < Az/y >=<z/*Ay >).
b) Soit Gy = {4 € M(N, R)/A vérifie la propriété (P)}.
i) Soit A € Gy, montrer que |detA| = 1.
ii) Montrer que G est un groupe pour la multiplication des matrices.
Partie IT Dans cette partie, on prend N = 2.
1/ a) Montrer que

- "a eb . B N
Gz_{(b ga)’fe{ 1)1}»a,b€IReta b_l}.
b) En déduire que

_[{echlt) esht)). _ . s it _ }
) GQ—{(ESsh(t) €4Ch(t) ,E,E{ 1,1},1-—1,2,3, 64—-616263,tEIR:.

2/ On pose G, = {A(t) = ( gzg; 22((3 ) ; tE ]R}.

a) Montrer que G est un sous-groupe de Gs.
b) Scit ¢ € IR trouver P inversible tel que P~1A(t)P soit diagonale.
c) Montrer que G, est isomorphe au groupe (R +).

s 01 \

3 = ;

/ Soit B ( 10
a)Calculer BP, p e N
b)Montrer que

Vie R A(t) = lim Z




Partie III Dans cette partie, on prend N=3.
1/ Déterminer I’ensemble des matrices M de G5 vérifiant { ‘gzz - :h(‘t) SRR L
i 3 = 3
z'(t) = y(t)
2/ Résoudre le systeme différentiel { v/(¢) = z(¢)
2t} =10

3 -2 522
3/Soit A= 2 2 1).
21 2
a) Montrer que A € Gj.
b) Diagonaliser A et calculer A?, p € N
c) Trouver un vecteur V = (a, b, c); a,b,c € Nnon tous nuls, tel que

< V/JV >=0.

d) Donner une méthode pour construire a partir de V une infinité de solutions
s . 59
de I’équation de Fermat: 22 = y? + 22, avec z,y,z € N

Probleme 2

Partie I Soit ug une fonction continue a valeurs réelles, de classe C'! par morceatx, impaire
et 2m-périodique, telle que uo(0) = ug(m) = 0.

1/ a) Montrer que

& 2
Ve R w(z) =) bisin(ka), o be== [J wolz)sin(kz) dz.
k=1 !

b) Montrer que limg— 100bx = 0.
2/ Pour (z,t) € [0, 7] x [0, +00[, on considére la fonction

(#) ulz,d)=3 bee~®*+ D sin(kz).
k=1

a) Montrer que, pour tout a > 0 et tout p € IN
lim kP|bgle”*+Ve = 0.
k—so0

b) En déduire que u est de classe C* sur [0, 7] x]0, +o0].
¢) Montrer que u est solution du systeme:
du 0%y

=% 1} — =—={x, 1) + u(z,t) =0, Vzel0,n], Vt>0,

(S) _ e
u(z,0) = uwo(z), Vz € [0, 7]
u(0,t) = u(m,t) =0, V£ > 0.
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3/ Soit v une fonction continue sur [0, 7] x [0, +2c[, a valeurs réelles, de classe C?
sur [0, 7]%]0,+oc[. On pose

G(t) =/ v¥(z,t) dz.
0

a) Montrer que G est continue sur [0, +oc[ et de classe C'? sur ]0, +o00].
b) On suppose que v vérifie

dv 0%
E(x,t) - ﬁ(:r,t) +v(z,t) =0, Vz € [0,7], Vt> 0,

v(0,t) = v(m,t) =0, Vt>0.

1) Montrer que

. ~ 0% ™ (v ;
vt >0, /(; v(x,t)éﬁ(z,t) dr = —_/(; (b—_;(x,t)) dr.

i) En déduire que G est décroissante sur [0, +oo].
c) Montrer que si v vérifie en plus, la condition initiale

Vz € [0,7], v(z,0) =0,

alors v est identiquement nulle sur [0, 7] x [0, +oo].

d) En admettant que la fonction u donnée par (*), est continue sur L
(G, 7] x [0, +o00[, montrer que u est I'unique fonction a valeurs réelles,continue sur

[0, 7] x [0, +00[, de classe C? sur [0, 7] x]0, +oc[, qui est solution du systeme (.5).

Partie IT Dans cette partie, on cherche une solution approchée du probleme (S).
Soit NV un entier positif. On divise l'intervalle [0,7] en (N + 1) intervalles de

longueul: é\gale: h= N

On considere alors, la matrice carrée d’ordre N, définie par:

(2 =10 S 00
=1 2 2 s L 0
1
AN=;2-
0 . . .0 -12 -l
\o . . . .0 -12 )



1/ On pose z; =th, 1€ {0,..., N + 1}.
Soit u une fonction de classe C* sur [0, 7]x]0, +co[. Montrer, en utilisant la formule
de Taylor au point z;, ¢ € {1, ..., N}, que

8271, u(:z:i_,_l, t) = QU(.’E._', t) + U(Z,;_l, t)

vt —(z:,t) = ‘
> Oy axzk‘rht) h,2 +€(h’)’

avec limy_ge(h) = 0.
2/ Pourp € {1,2,..., N}, on consideére le vecteur U? € R, dont la j¥™ composante,
1 <7< N, est:

pjﬂ)
N+1”"

a/ En posant uf = v}, = 0, calculer, pour j € 1,2,..., N, la valeur de

u? = sin(

—_ P _ .P

b/ En déduire que, pour p € {1,2, ..., N}, le vecteur UP est un vecteur propre de
Ay associé a la valeur propre B
pr

).

4
Ap = —smz(—2(N )

=55
¢/ En déduire que la matrice Ay est symétrique, définie, positive.
d/ Montrer que les vecteurs U?, 1 < p < N, forment une base orthogonale

de RY.

3/ On considere le systéeme différentiel:

2Ut)+ ANU@) + U(t) =0, Vt>0;
@ { EoLt o

ou U® € RY, est donné.
a) Pour ¢t > 0, on pose a,(t) = < U(t)/U? >. Montrer que si U vérifie le
systeme différentiel (7°), alors ¢, est solution du probleme de Cauchy:

£ op(t) + Apap(t) + ap(t) =0, VE>0;
a,(0) = U TR >

b) Déterminer a,(t), t > 0, et en déduire que
N 0
= <UYUP> sy

p=1



