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PARTIE 1

1. wSoit PER,[X], AP+ BP' est un polynome , donc 2(P) e RIX].
e Soit Qe Ry[X]etA€cR. Ona
L(AP+ Q) = A(AP" + Q"4+ B(AP + Q) = A(AP" + BP') + (AQ" +BQ').
Donc Z(AP + Q) = AZ(P) + £(Q) et par suite 2 est linéaire .
e Soit P € Ry[X] de degré p < n.
On a: P" est nul ou de degré (p—2) et P’ est nul ou de degré (p—1).
Comme 4 € Ry(X] et B € Ry[X], alors deg(AP") < p et deg(BP") < p. Ainsi, deg(Z(P)) s psnet
finalement £(P) € Ry(X].
Ceci montre que Zest un endomorphisme de Ry, (X}

2. (a)

(b)

(b)

Puisque : £(1) =0, Z(X)=B=po+HhX
et Z(X?) =2A+ 2BX = 20+ 2(a1 + Bo)X + 2(ap + B1)X?, la matrice M de & dans la base
canonique (1, X, X?) de Ry(X] est donc:

0 fo 2ety
M= |0 B1 2(a+Bo)
0 0 2(cp+p1)

M est triangulaire supérieure , S€s valeurs propres sont donc les éléments de la diagonale. Ainsi,
les valeurs propres de M sont : 0, B et 2(ep + B1) - Or, par hypotheése , 31 # 0, a2 -+ B #0et
2y + By # 0 ce qui donne 2(0p + B1) # Br1. Les3 valeurs propres de M sont donc 2 4 2 distinctes

et comme dim(Ry[X]) =3,

alors M est diagonalisable.
0 Bo 22

Dansce cas M = [0 1 2o | et les hypoth&ses du 2) (b) sont vérifiées. La matrice M est
0 0 2B

donc diagonalisable . .

M étant diagonalisable et admettant 3 valeurs propres distinctes , cherchons une base de Rp[X]

formée de vecteurs propres de M :

epour A=20, est un vecteur propre .

—B1 Bo 2%
e pour A = f31, 0N cherche P € ker(M — B1I). Comme M- Bl = 0 0 2B, alors:
0 0 A

est dans ker(M — B11)-
e pour A = 2§31 ,0nva résoudre :

x -2B1 Bo 20 x 0
(M‘5113(3)=( 0 —Bi 250)(3!):(0).
z 0 0 0 z 0

Ce qui donne un vecteur propre @ = agf1 + B+ 2BoP1X + ﬁ%ﬂ
cl : (Po, Py, Pp) est une base de Ry[X] qui diagonalise M.

g .0 B

(O Bo —206 ) (9 Bo B1
4 Danscecas , M= [0 B 280 =10 B1 2Po

00 2(“2-}*;‘31)

M admet donc 2 valeurs propres : 0 €t B1 , qui sont distinctes avec 31 de multiplicité 2.
Alors M est diagonalisable si et seulement si dim (ker(M — pi1)) =2, ce qui signifie que (M — g1
estderang 1.

-B1 Bo P
orM=piI=| 0 0 2Bo]. Ainsi, M — 1] est de rang 1 si et seulement si Bo = 0.
QR0 =00

1



PARTIE 11

1. (a) ‘v’quR ona (x +y)® = x2 4 y? + 2xy et 2xy < x2 + y? (car (x—y)2 >.0). Ainsi (x+y)? <
2(x* +37) -
(by sOnaHCC(ILR)etOcH.

o5if,ee Het A€ R, alors Af + ¢ est continue sur .

e On a wf? est intégrable sur I , donc w?.zfg ‘est aussi .

De plus , par 1) (a), (Af +g)? < 2(A%f2 +g ) donc

|a,~|()‘f—i—g}2 = w(Af +g)% < 2(wA2f? + wg?) qui est intégrable sur I , car

wA?f? et wg? le sont . Ainsi w(Af + ¢)? est intégrable sur I.
cd:vAeR,Vf,geH,Af+¢ € H, H est donc un sous-espace vectoriel de C(I,R) .

2. o Ona2lflgl < (f+g%) etw >0, donc w.|f.g| < 4(wf? + wg?). Comme
(wf? + wg?) est intégrable sur I (car f , g€ H), alors w.|f.g| est intégrable sur I et par suite w.f.g
est intégrable sur I .

3. e En utilisant 2), il est clair gue < .,. > est bien définisur HxH .
o Soit f,g € H. Ona < f,g >= /Iw(t}f(t}g(t) dt = ]; (g (E)f (1) dE =< g, f > .
e Soit fi, fr,gc Het AR, Ona

<Mi+fug>= [ Ra®ABSO +@OROS) d =A< fig>+< frg> .

Donc < .,. > est linéaire par rapport a la 1 variable , et par symétrie ,
< .,. > est bilinéaire .
eVfEH, < f f>= /Iw(r)(f(t))z dt>0,carViel, wt)(F(H)2>0.

Deplus < £ F>=—0— fw(f)(f(f))2 dt = 0. Comme wf? est continue et positive sur I, alors
I
vt el w(t)(f(t))> =0etparsuite V¢ eI , f(t) =0. Ceci montre que < .,. > est définie positive .

PARTIE III

R e b O S LRI T OO S N | [USERLI i N o RSN sha t .
.Vxelw-l,i[,{xz—I)w’(x}:—(xzﬂl_){l_}_x)z 1-'_—1 1-,_;\( — == 3 2 il s

2 @) Z1)=0,2(X = B=1 2%
et pour k > 2, Z(X*) = k(k+ 1)X* + kX1 — k(k—1)X*-2 .

(b) La matrice M de % dans la base canonique (1, X, ..., X") de R,|X] est donc

et |

(8 IR T s S 0
1), ok 2
NEe 0 o 6 i 0
-n{n-1)
2 e bl
g e v 0 a(r+1)

(¢) M est triangulaire supérieure , car ¥V k € {0,.., n} , deg(-Z(X*) < k. Ses valeurs propres sont les
éléments de la diagonale , qui sont donc :
A =k(k+1),keA{0,..n}.

(d) On a dim(Ry[X]) =n+1 et M admet (n + 1) valeurs propres distinctes
(k{k+1) = p(p+1) = k = p), donc M est diagonalisable et ses sous-espaces propres sont de

dimension 1.



3. (a) 1l existe une base de R,[X] qui diagonalise M, formée de vecteurs propres de M, donc de & .
Comme les sous-espaces propres ker(.%# — Aid) ; k € {0,...,n} sont de dimension 1, alors dans
chacun d'eux ,il existe un seul polynéme unitaire . 1l existe donc une unique base (P, P1, e B
de R,[X] telle que Py € ker(.Z — Ayid) et Py soit unitaire pour toutk € {0,...,n} .

(b) On a pour tout k € {0, ..., n} , L(P) = AP . Soit p =deg(P) , ona:
0, sip=20,
L(P) = { 2X +1, sip=1,
plp+1)XP+..., sip>2.
En comparant les coefficients dominants de #(P;) et de AP, ona:
A =k(k+1) = p(p+1), d'od p = k. Ainsi, deg(P;) =k, ¥k €{0,...,n}.
(c) » Py € ker( %) et Py est unitaire = %Pﬁ =5
']_ i
e Py =Xtaet X(P)=2P = P1=X+§‘

1
o B = X2 1 oX 4 Bet 2(P) = 6P — P2=X2+—2~X—%‘

4. (a) Soit k € N. x — x*w(x) est continue sur | —1,1[.
Au voisinage de 1, lini **w(x) = 0, donc x — x*w(x) est intégrable sur [0, 1].
X—

2 2
Au voisinage de (1) ,on a: |[¥|w(x) ~ V2 T
x—-1 (14 x)2

. intégrable sur | —1,0] car 3 < 1 .D'oll
x — x*w(x) est intégrable sur | —1,0].

n
(b) Soit f € R[X]. On pose f(x) = ). ax*. Comme, Vk € {0,...,m} , x — xXw(x) est intégrable sur
k=0
] —1,1], alors wf? est intégrable sur | — 1,1[. f étant continue sur | —1,1[, alors f € H et par
suite R[X] C H.

5. (a) Soit BQ € R[X] . Ona 2(P) — P’ = (X2 —1)P" +2XP' = (X* - 1)P)' . Ainsi, a l'aide d’une
intégration par parties sur [a, ], on a:

B B _ a2y [ y j B
[ #mmeneni = [ 2@)0 -POROa0+ [ POeOw@E = [(F - )P (H)-Q0a(),
Lﬁ (f2 -1 )P’(t)(Qw)"{t)df - fj P QM w(t)dt =
[ - P @.e0en)] - [ " - 0P Qe - [ (- )P O (B

+fj P'($)Q(H)w(t)dt.
Or, d’aprés [11) 1), On a (# — 1)aw'(t) = w(t) , Vt € [a, B] . Donc:
[ﬁ (2 - 1P ()Q()w (t)dt = /’3 P()Q(H)w(t)dt. Do
or.ﬁ o 5 8
[ 2mmene: = [ - 1P O.0e0] - [ - PO e
(b) Vi € o, 8], (2 = Dow(®) =1 -1+ )1 - 1 +)F = -(1-Hia+1)?.
D'autre part, }f} (- 1P (HRBw(t) = i‘l—igll (2 - 1P (HQH)w(t) =0,

et £ — (2 — 1)P'(£)Q'(t)w(t) est intégrable sur ] —1,1] .Donc, en faisant tendre o vers —1 et 3
vers 1, on obtient d'aprés I'égalité du 5) (a) :

2P D /: (1- 01+ t)%P’(f)Q’(t)dr

= 3
= [ a-nia+nimp e
-1
=< L0 P =g B2D) &
6.=Soit k,I € {0,...,n}. D’aprés 5), on a < L(B;), P >=< P, £(P;) >. Ce qui donne

< AP P >=< PoAP >= (A= A) < P, P, >=0. Doncsik #1, ona A # A; et par suite
< P, P, >=0. Ainsi, (P, Py, ..., P,) est une base orthogonale de R,[X] .



PARTIE IV

1. VxeR, Ho(x) = e a®(x) =1, Hi(x) = —eCa/(x) = 2x et
Ho(x) = e w'(x) = 4x? — 2.
Drod ¥ x € R, [Ho(x) = 1], [Hi(x) = 22|, | B2(¥) = 427 — 2

2. o Toute fonction polyndme f est continue sur R .
eVkeN, |tlw) = |kle” = o(})etx— J estintégrable sur [1,400[. Donc x — xFw(x)

x— oo
est intégrable sur [1,+oo[ et comme elle est continue sur [0,1], alors elle est intégrable sur [0, +oa
et par parité , elle est intégrable sur R . Par combinaison linéaire , on a alors : Vf € R[X], fw est
intégrable sur R , donc fZw est intégrable sur R ( car f* € R[X]). D'o0 R[X] CH .

3. Soline Netx e::R‘ On a:
Hy(x) = (—1)"e* w™(x). En dérivant , on obtient :
Y (x) = (—1)" [206% 0 (1) + 2 ) ()]
= 2tHp(x) = (=1)"*1e” w1 (x)

= 22H(x) — B ().
D'oll, Hyy1(x) = 2xHy(x) — Hy(x)-

4, @ VneN' VxeR, Hypi(x) = (—1)mH1e? Wt (x) = (—1)MHe? ()P (x).

Or, w'(x) = —2xe™™ , en posant f(x) = —2x, ona ' = f.w. Utilisons la formule de Leibniz ,
Hn
on aura (@)™ = (f.w)® = Y & fB.a"0.
§=0

or f®) =0,Yk> 2, donc (w)®(x) = C} Fx)w® (x) +CL f'(x)wD(x). Dol wt ) (x) =
—2xwm (%) — 2naw®~1(x). Ce qui donne
Hyp(x) = (”1)“+1€x2 (—wa(’” (x)— an(”‘l)(x)) = 2xHy(x) — 2nHy—1(x)-

(b) VreN* ,VxeR, Hy(x) = 2xHy(x) - H,1(x) , par 3)
— 2nH,_1(x) , par 4)a).

5. (a) Montrons par récurrence que Hy est un polynome de degré n et de coefficient dominant a, = 2".
e Pourn =0, Hy =1, le résultat est vrai .
e Pourn =1, Hy =2X, le résultat est vrai .
e Soit n > 1, supposons le résultat vrai pour tout k < n et montrons le pour n + 1.
Par 4) : Hpy1(x) = 2xHy(x) — 2nH,1(x) , Y x € R, Hy et Hy_q sont des polynomes , donc Hy41
est un polyndme . D'autre part,
deg(Hy) = n => deg(XH,) = n+1 et deg(Hy—1) =n—-1<n+1, donc deg(2XHy —2nHy 1) =
n+1 cad deg(Hpt1) =n+1 . De plus, le coefficient dominant de Hyyq est apq1 = 24 = grAL

(b) Par récurrence sur n. Pour n = 0etn =1, le résultat est vrai .
Pour n > 1, on suppose que Hi(—x) = (—1)*Hi(x) , pour tout k < n.
Ona:vxeR, Hypi(—x) = —2xHy(—x) — 2nHy_1(—x)
= 2(=1)"xH,(x) — 2(=1)""1nHy-1(x)
= (=1)"+! [2xHy(x) — 2nHy—1(x)]
= (=1)"*1H,41(x) . D'oll le résultat pour n + 1.

6. Ona: .#(H,) = AH! + BH) = Hj —2XH;. Donc #(Ho) = 0 et d'apres 4)(b), on a pour n = 1,
H;: = Zan_l.
Ainsi , #(Hy) = 2nH)_; — 4nXHy, 1 = —2n(2XHy—1 — H!_,) = —2nH, , d’aprés 3). Finalement ,
#(Hy,) = —2nHy, ce qui implique que Hj, est un vecteur propre de &.

7. (a) Soitn € N*. OnaVxeR, wD(x) = (=1)"1H,_y (x)e™*.
Alors, P(x)w{“‘l) (x) = (—1)""‘11"(9c)f-1,1_1(;v:)e”‘2 T 0 ( resp. Bt 0) , car pour tout k € N
, lim x%e® = lim xfe™* = 0, et PH,_; est un polyndme. Ainsi lim P(x)wU(x) =

x—+00 r——co
lim P(x)w®V(x)=0
X—+=00



foo
(b) e Pourn > 1, < Hy, Ho >= f o(t) H(£) Ho(F) dt
-0
oo
:j et (=1)re W™ () dt
[+

S [
(-1) w\(t) dt

=0

= (1) [l ® .-

or lim w® ()= lim w1 () =0, d'apres (a) , donc < Hy, Hp >= 0, pour n > 1.

f——co =00

1 +o0
e pourn =0, < Hy, Ho >=< 1,1>= [ et dt = /7.

o =00

t=+t00

(c) Soitn,m € N*, Ona
+oa +co
< Hyp, Hn >=f w(t)Hy(t) Hm(t) dt = (—1)”[ () (£) Hu (£) dE(*).

-0
Soit [«, 8] C R. En faisant une intégration par parties , on obtient :

fﬁ W (D Hy(t) df = [w("‘”(t)Hm(f)]i—fﬁ w1 (£, (1) dt

o0

~ [w{u—l)(f}Hm(t)]i —2m fﬁ w0 (£) Hyp 1 (1) it

(car Hyp, = 2mHp-1 ). Or Hp, € R[X], alors d'apreés (a), ona
:lim w(""ﬂ(f)Hm(t) o= rﬁf w(”””(t)Hm(f) — 0. Ce qui donne lorsque

c . o el lael) -

o — —oo et f — +oot W (1) Hp(t) dt = —2m w ()Hp—1(£) dt. Par suite , <
—00 -

Hy, Hy >= («1)ﬂf'°°w(">(t)Hm(t) dt
— 00

+oo
= om(~1)"+ f =D () Hyy (£) dt
=2m < Hy—1, Hy—y >, Par (*)
(d) Soient n,m € N* tels que n > m .D'apres (b) et () ,ona
< Hy, Hpy >=2m < H, 1,Hp-1 >= - = oMl < Hp_m,Ho >= 0, car n—m # 0. Ainsi , par
symétrie , < Hp, Hn >= 0, si n # m. Donc la famille (Hn)nzo €St orthogonale . D'autre part,
(Hi)o<k<n €St orthogonale dans Ry[X], donc libre et de cardinal n +1 = dim(Ry[X]). C'est donc
une base orthogonale de Ry [X] .
(e) D'apres (d) et (b), on a < Hp, Hn >= 2Mul < Hg, Ho >= 2l S .
(f) Soitn € N* . (Ho, s H,) étant une base de Ry[X], alors VP € R.[X] ,

i
I(ag, - fn) € R+l tel que: P = Y aHy . Comme (Ho, ..., Hn) €5 orthogonale < P, Hp >=dp <

k=0
s ERH S s
Hp, Hp >= ap2Pply/m . Ainsiap = S " d'ot le résultat.
(a) Montrons le résultat par récurrence sur 7 € e,
e Pourn=1,V(xt) eR?, % (e'{""ﬂz) =X~ t)u‘:‘(x")2 = Hjltx— t)rz‘(’“‘}2

o Supposons le résultat vrai pour # € N*. Soit (x,t) € R%.
aﬂ'!-l

(o) = 3 (G () = e o)
=2(x—t)Hn(x — t)fz"("“‘)2 —Hi{(x— t)e‘(x.")2
_ @t [2(x — HHy(x — 1) — Hn(x = )]
_ 0 H, o (x—t), d'apres 3) .
(b) i.Onat r— e2*t est développable en série entiere en 0 , de rayon infini et £ = et est

développable en série entiére en 0, de rayon infini, leur produit gx est alors développable
en série entiére en 0, de rayon infini .




ii. gy €tant développable en série entiére en 0, de rayon infini , elle est alors la somme de sa

+ec g{”)(o)
série de Taylor en 0. Ainsi, Vt e R, go(t) = ¥ Lnr-ut" g
n=0 i

i
Or g () = e¥e~(x-1?  ce qui donne i”}(t) = exz—%— e~ (-t , donc d'aprés (a), pour t = 0,
g g atn

g;{:) (0) = .‘,”‘?I-I'”(x)e_"2 = .

+oo f
Do, V(x, ) e B? , etet—# = §* Tl

n=0
(c) 1. @ est continue sur R. Comme w(x)p2(x) = e=* 2% = e~ (=17  alors
w(x)p?(x) = o(;lf) et w(x)p?(x) = o(;lz)‘ Ainsi, we? est intégrable sur R et par suite
X —+—0Q

=00 x

peH.
oo 3 +oo i3, ¢
ii. Ona: < g, Hy >= f e~Fet H, (1) dt = (—1)“/ e~Petw™ (1)e at

55 —0a

+oo \
= («1)“/ e w(™ () di ()
Une intégration par parties donne alors :
14
<@,Hy >= lim ((-1)?* [efw(ﬂ—ﬂ(f)} - (—1)nf (=1 (1) dt).

o
—
Comme w1 (t) = (=1)"1H,_;(t)e~* et H,_; est un polynéme, alors
lim ™ V() = lim w1 (1) = 0.
t—+o00 t——rea
N tee 1
D'oll, < @, Hy >= —(—1)”] el V() dt =< ¢, H,_1 > , par (++) .
—0g
iii. D’apres ce qui précéde , < @, H, >=< @,Hy > ,¥n € N. Or
+oo gl too g =12 ] R 1
< @, Hy >= ] et f eig 2t = eif e™* du = +/me? par le change-
=L —00 =00

ment de variable u = f — —% Donc < ¢, H,, >= ﬁ.e% Ve N,
(d) En prenant ¢ = ] dans 8) (b), on a :

2 Hy(x) 1 to B
VreR, e 1 = E—”—(ﬂ = VxecR, &= "(x)eii.
= kel Bl AL

. s ;RS
D’ou, d'aprés (c) iii), on obtient ¢* = ¥ L»ﬁHn(x).
A Ml

PARTIE V

1. Soit f € L}(R) etsoitx e R . Ona: [ f(£)| = |f(t)| et |f| est intégrable sur R , donc t — et f(t)
est intégrable sur R.

2. Soit f,g e L{(R), AeCetxecR. Ona
— “+oo | S — il
(Af+9)(x) = f_m.em()‘f(i) +g(t)) dt = Af(x) + g(x). Ainsi (Af +g) = Af + 3.

3. Soit f € L}(R) .L'application : (x, t) — e™f(t) est continue sur R x R et vérifie I'hypothése de
domination , car: ¥x € R, Vt € R |ef(t)| = |f(¢)] et |f| est intégrable sur R.
Ainsi f est continue sur R.

=4 +oo +00
De plus, Vx € R, [F(x)| < [ |ef(1)] at = [ e,
doncfest bornée sur R.
4. (a) Soit 1 : (x,t) — e"*f(¢) .On a
e 1) est continue sur R x R, et vérifie I'hypothése de domination .

» ?}—I‘Eb{x, t) = ite"™ f(t) = ie"™*n(t) , donc %% est continue sur R x R.

Deplus,Vxe R, Vi€ R ,|g—i)(x, t)| = |h(t)] et || est intégrable sur R ,



(b)

(@)

(b)

@)

(b)
©

(d)

@

(b)

©

g—f vérifie donc I'hypothése de domination .

D'apreés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale , f est de classe C? sur R.
D'aprés le théoréme de dérivation sous le signe intégrale , on a:

(f) ()= /_:O %%{x: t) dt = i/_:o eh(t) dt = ih(x).

X
f étant de classe C* sur R, onavVx e R, f(x) = ] £'(t) dt + f(0) et comme [’ est intégrable
0

sur R , f admet une limite finie  en +co et une limite finie I’ en —oo.

Sil#0,alors [f(x)] o |I] et par suite ceci contredit le fait que f € LIYR). Ainsi, I =0.
—+T 00

De méme , sil' # 0, |f(x)] ~ |I'| et comme x — |I'| n’est pas intégrable sur ] = c0,0], on a
I——00

nécessairement I’ = 0. Finalement : lim f(x)= lim f(x)=0.
x—+00 X——00

— +ea |
Soitx € R. Ona (f)(x) = / ¢** f'(t) dt . On effectue une intégration par parties :

I épiey as = [e o] - [ * () dt |
Or , d'aprés (a), lim €f(x) = lim e f(x) =0, car [¢**f(£)| = [f(t)] , donc lorsque « tend
T oo x——00

e

vers +co , on obtient : (f)(x) = — /+m ixe®* f(t) dt = —ixf(x)‘

e @g € LI(R) , car g est continue sur R , et @p(x) = o(=) ,

x—+too
po(x) = o()-
o x — x@p(x) est de méme intégrable sur R, car x@o(x) = o(f—z) au voisinage de +oco et de —co .
e @p est de classe C! sur R et comme Vx € R, g)(x) = —x¢o(x), alors @}, est intégrable sur R.
@g vérifie ainsi les hypothéses de 4) et 5) .
OnaV¥x e R, @p(x) = —xep(x).

—

D'apres (b) , ¥x € R, (@})(x) = —h(x) , o

h{x) = xpp(x). i

D'aprés 4) , h(x) = —ipg (x) et d’aprés 5) , @(x) = —ix@p(x) , donc :

Vx € R, —ix@p(x) = ipg' (x) , ainsi @p vérifie I'équation différentielle
¥y +xy=0|

y' +xy =0 est une éguation différentielle linéaire du 17 ordre , dont les solutions sur R sont :
2

x—Ae~T , A€ R. Donc AR, tel que
=n 2 it = “+co 2 +oo 2
VxeR, go(x) = Ae~Z . Or ipg(0) = / el i — x/i/ ¢ du ( par le changement de
ot e

variable C1-difféomorphisme t — +/2f). D'oll §3(0) = V27 et par suite @g(x) = Vome T,
YxeR.

2
X~ P

Ona:Vx eR, @uy1(x) = Hypp(x)e™ 7 = [2xHy(x) — Hy(x)]e™ 7
J.Z
— 2xpu(x) — Hy(x)e™ 7 .
J-'z 2\ 1‘2

Or, ¢! (x) = Hi(x)e™T — xHp(x)e™ 7 , ce qui donne :
Gup1(x) = 220, (%) — (@} (x) + x5 (x)) = x@n(x) — @y(x) . Alnsi,
Vx € R, @yy1(x) = x@n(x) — Oy (x) = hn(x) — Py (%)
e On a @, est continue sur R. De plus, comme H, est polynomiale , alors onlx) = o(:—z) au
voisinage de —oo et de 4-oco et par suite @, € Li(R) .
o @, (x) = xpn(x) — @p41(x) = o(Z) au voisinage de —co et de +o0, donc ¢, € L1(R) .
e hy(x) = xgp(x) = o(%) au voisinage de —oo et de +oo , donc hy € LIR) .

(&)

D'apres (b) , les hypotheses de 4) et de 5) sont vérifiées par @, , donc :
Vx €R, hy(x) = —i(@) (x) et ¢} (x) = ixPn(x).
Ainsi , Vx € R, Pppi(x) = hn(x) — @h(x) = —i(@n)' (x) — ixPa(x) (* * *)



Montrons par récurrence sur n € N, qu'il existe A, € C tel que Pn = An@n -

e Pour n = 0, on a montré que pg = V27.q , le résultat est donc vrai , aVEC‘Ag = m,

e Supposons que pour n € N, @n = Au@n , €t montrons le résultat pour n -+ 1.

(:5;: = APy = (@;)’ = An(ﬁ; .

En utilisant (* x *) et (a), on obtient :

Vx € R, §ogi(x) = —iAn@(x) — ixAn@n(x) = iAn (—0h(2) +x0n(x)) = iAg@nia(x). Ainsi,
Bl = Ant1@nt1 » AVEC Ayg1 = iAg , ce qui donne : A, = i"Ag = "/ 271.

Finalement , on vient de prouver que : m e N, on =i"V2m @y |
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