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Correction de I’épreuve de Mathématiques

PROBLEME 1
Partie 1

2 332

- | xdx g il
1. (a) yn(z) = kexp -/ =kexp2 keR ety,(z)=k(z)exp?2
—t2

T e
ou k(z) = / exp 2 dt. et o € R quelconque.
(54

va(z) = yu(z) + yp(z)

2 T _tz
(b) pour & =0 et & = 0 on trouve y(z) = f(z) = e:{p(%)/ exp(—g—)dt est la solution de (E)
0
qui vérifie: f{(0) =0

2. {a) .

+co
ylz) = Z apz® et doncy, = Zpapwi"“l
p=0 p=1

ainsi 'équation (E) donne:

4o +00
) papzP~t - Z |
p=1 p=0

+oo +oo

ssi Z(p + app1a? — Z ap Pt =7
=0 p=0
+00 +co

ssi Z(-p—l— 1apr12? — Zap_lxp =1
=() p=1

ay = 1,
(p+1)aps1 —ap-1=0, ¥p=1.
d’ou soit k = 0 posons p =2k + 1
— Pour k =0 donne p =1 et donc 2as = ag

— Pour k =1 donne p = 3 et donc 4as = ao
— Pour k — 1 on aura p = 2k — 1 et donc 2kasy, = agg—2
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: ; a
d’o'u: 2%klasy, = ag et par suite asgp = Qk—il

de méme pour k = 0 on aura a; = 1 ce qui est vrai.
Soit k > 1 posons p = 2k

— Pour k =1 donne p =2 et donc 3a3 =a; = 1
— Pour k£ = 2 donne p = 4 et donc 5a5 = a3
- Pour k£ quelconque on aura p = 2k et donc (2k + Daggpr = aop—1.
d’ofr:
2k k!
35(2;{2—:‘ l)agk.{_l =1 et par suite A9kt = m
(b) f(0) =0 et donc ap = 0 et par suite:
Aol = 0 Vk
2k
= —Q Vk
Bl = PRy

WoW

0,
0
(c) Ce qui donne le développement en série entiére de f au voisinage de 0 suivant:

+
f 2 k! 2k+1
< @k+ 1)1

+oo i
25 k! s 5 %
d) La série entiére —— 3%+ possede le méme rayon de convergence R, que la série
(2k + 1) P
k<0 §

9k k!
Hal= Z(%-—l)f s
=X 2k

et donc on posant X = z° on aura la série Z —-—(% 1)

En utilisant la redle d'Alembert on aura Rx = 400 et par sul’re Ry = +oo.

X* de rayon de convergence Ry

(e) g(x) = exp(-—)

pat s O G i1 k 2k +oo kxk
_1)k _ —18X
9(z) = Z (—L_)_ = Z (2—3;" et donc en posant X = z* on aura la série Z L-EQT
k=0 k=0 k=D

et qui a +-oc comme rayon de convergence ( d’aprés la régle d’Alembert) et par suite le
rayon de convergence cherché vaut +oco

. Comme Z 2‘%! a +oc comme rayon de convergence alors pour tout z € R la primi-

tive de g qm s’annule en 0 s’écrira:

( l}k 2k+1
/ Z < 252k + 1)k!

(f) On a d’une part d’aprés (1)f(1) = v/eg(1)
ce qui donne

(=1)*
)= ‘/‘Z 252k + 1)k! 2k+1)k!
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Et d’autre part d’aprés (c)

=2k
1 e
f(1) i (2k +1)
D'ou: 3
(=]
an'| )'n.
Z (2n + \/_Z Q”TL' 2n+1)
=0
Partie 2
1. (a) En utilisant la régle d’Alembert on aura R =1
. sl -
(b) )Pour tout z € [~1,1]]ona — < —
n n o
Comme Z — est convergente alors la série Z converge normalement et par suite uni-
n>1 n)l

. i ;
formément sur [—1,1], de plus ¥n € N* on a la fonction = est continue sur [—1,1] et donc
. z" .
d’aprés le théoréme de continuité, on aura la somme h de la série E = est continue sur [-1,1].

nzl

(c) Pour z €] — 1,1[,le théoréme de dérivation des séries entiéres donne:

+co
LR ;
or on sait que: ¥t €] — 1,1[;log(1 —t) = — Z —  ce qui donne:
n=zl e
log(l—t) I el
; = e

nzl

et done:
—log(1 —1t)

vt €] —1,1[ on a:h'(t) = ;

(d) Par suite on conclut, comme h(0) = 0,:

vz €] — 1,1[;h(z) = - [J: Mdt
40

2. (a) Par simple intégration par partie, on obtient :

G-n,(u) =0¥neNet bn(u) —

3=

(b) En utilisant l'identité de Parseval:

%j%(f(t))zdt (ag) s Z )2 + (b2)?) ((avec T = 27
0

n>1
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On aura:

Yz €]0,1[ on a ®(z) = h(z) + h(1 — x) + (Log(z))Log(1 — x))

® est C" sur]0,1{ car hetLog le sont etvz €]0,1[ on a (1 — z) €]0,1]

Log(l—z) Log(x))
& L—a
L
09()
Lo
®'(xz) = 0,vz €]0,1[ et donc ®(z) = cte sur |0,1]
En calculant la limite en 17 de ® on aura cte = h(1) + h(0) car h est continue en 0 et en 1 et car

(Log(z))(Log(l — z)) admet 0 comme limite en 1~
Enfin sachant que A(0) = 0 on conclut le résultat.

vz €]0,1[®'(z) = h'(z) + A (1 — ) +

Log(l — x)
T

or d’aprés 1)d) on a:h'(z) = — et donc A'(l—z) = —

18
5. En utilisant 2)b) et en remplacant z par 5 dans ® on aura le résultat demandé.

PROBLEME 2

PARTIE I
Soit (a,b) € K2, a # 0 et b 0. On pose:
E= {(uk)k = K.N, telgue : Ugyo = qupyr + bug, Yk € N}

L. Montrer que F est un K—espace vectoriel.
e Clairement, la suite nulle de K est dans E, donc F # 0.
o Soit ((ug)k,(v)x) € E? et a € K.

(0t +v)grs = QUppo +Vpso
= alaugyr + bug) + avgrr + bug
= a{auper + vke1) + bloug + vg)
= a(aut ) +bou+ ),

donc a(ug)x + (ve)x € E. Ainsi, F est un sous-espace vectoriel de K.
2. Soit ® : E — K? I'application définie par: ®((ux)x) = (uo,u, ).
(a) Montrer que ® est un isomorphisme de K—espaces vectoriels.
e Soit ((ug)k,(vr)k) € B et a € K.
(a(ur)r + (ve)e) = 2(((au+v)x)k)

= ((ou+ v)o,(au+v);)
= (auy + vo.,au; +v;)

a(UU,U'L) = (UCHU].)

= a®((ur)r) + 2((ve)r)-
Ainsi @ est linéaire.

® D((ug)k) = (0,0) = (uo,u1) = (0,0) = up = uy = 0.

Par récurrence uy = 0 pour tout k € N. Ainsi ® est injective.

o ¥(z,y) € K2, la suite (vy); de E définie par vy = = et v; = y vérifie bien O({vp)x) = (z,y).
Il s’en suit que P est surjective.

On en conclut que ® est un isomorphisme de K—espaces vectoriels.
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(b) En déduire que F est de dimension finie sur K et donner dim(E).
e E est isomorphe & K? qui est de dimension finie sur K, donc E est de dimension finie sur K
et dimg(E) = dimg(K?) = 2.
3. Soit r € K, r # 0. Montrer que les deux relations suivantes sont équivalentes

(a) (r¥)x € E..
(b) r est une solution de I'équation: t* —at —b=0  (x).
e Puisque r #= 0 alors, on a:
(e E & vkeN, rk?
& YEEN, rHt?
& ri=qgr+b.
4. On suppose que U'équation () admet deux racines distibetes 1y € K et ry € K. Montrer que la
famille ((r¥)x,(r¥)x) est une base de E.
o Soit (a,3) € K2.
a(-rf)k - ﬁ(-ré‘)k =0 = VYkeN, crrsf +;3'r§ =0
= a+8=0c¢€ ar+0ra=0
= B=—a et afr—ry)=0.
Comme 7y # ry alors a = f = (.
Ainsi la famille (rF)g,(75)x) est libre.
o Card((rf)k,(r§)x)) = 2 = dimg(E), donc la famille ((r¥)z,(r8)x) est génératrice.
On en conclut que la famille ((rF)x,(r5)s) est une base de E.
5. On suppose que I’équation (x) admet une racine double r; € K.

= ar®t1 4 bk
(ar + b)r®

I

(a) Montrer que la suite (kr¥), esu un élément de E.
e Fn remarquant que r; = -2- et en utilisant le fait que

k+2 k1 e
PR b = ()

( voir la question précédente ) alors, on a:
(k+ 2)rf*2 — gk + 1)rF Y — blerk = k(rF+2 — grb+! —prk) 40541 (2 —a) =0,

donc la suite (kr§)x est un élément de F.
(b) Montrer que la famille ((r§),(kr¥)) est une base de E.
* Soit (a,8) € K. Puisque 1 £ 0, alors:
Arf) 4+ By = 0x = VkEN, arf + Bkrk =0
= VkeN, a+k8=0
=5 = =0
Ainsi la famille (+%);,(75)1) est libre.
o Card((r¥)x,(krf)x)) = 2 = dimg(E), donc la famille ((r¥)x,(kr¥);) est génératrice.
On en conclut que la famille ((r§)y,(krF)x) est une base de E.
6. Calculer le terme général de la suite (dy )y, définie par: { 32; }; folk-:lg—, de, Vk € N.
e L’équation 72 — 2r + 1 = 0 admet une racine double ry = 1. D'aprés 5)b), il existe un unique
couple (a,8) € K? tel que (di)r = (1) + 8(k)x donc dp = a+ kB, vk € N. Avec dg =1 et dy = 2,
on obtient & = 3 = 1 et par suite
dp=k+1, VkeN.

PARTIE [7

Soit A = (a;;) € M,(R). On posr: L; = Z |@i,5] et L= nax (L: + |ail).
j=Li#i S
1. Soit A € Spr(A) et X € Ex(A).
{a) Montrer qu'il existe k € {1,2,...,n} tel que: |zx| = 1Ié].|£‘d‘§"i(|$i|),
o L'ensemble {|z1|,|z2|,...,|z,|} est fini, done il admet un maximum et par suite, il existe
ke {1,2,..,n} tel que: |zx| = 1Iélva<}ir(|$i|)'
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(b) Soit k I'entier trouvé dans la question précédente. Montrer qu'on a:
|A—arr| < L

e Soit X un vecteur propre associé & la valeur propre A. Comme AX = AX alors pour tout

iE {1,2,...,7&}
mn
Z a; ;05 = (A —a; ;)r; et done Z ;T = (A — Qg k) Tk.
J=1,3%#i J=1.%k
D'ou:
T
A—erallzal = | D ewgal
J=15#k
n
< D largllal
i=li#k
< Lylzgl.

Comme |zy| > 0, alors |)\ —ag | < Ly
(¢) En déduire que: |A| <
o [Al < JA—apg|+ |ak k|
< Ly +|aggl
& ki
2. On suppose que pour tout i € {1,2,...,n}, on a |a; ;| > L;.
(a) Montrer que 0 n’est pas une valeur propre de A.
* Si 0 est une valeur propre de A, alors d’aprés la question précédente, il existe k € {1,2,...,n}
tel que |0 — ax k| = |ax x| < Ly, ce qui est absurde, donc 0 n'est pas une valeur propre de A.
(b) En déduire que A est inversible.
e 0 n'est pas une valeur propre de A donc det(A) # 0 et par suite A est inversible.

PARTIE 1]
o, 81 i=17,
(,8) eR? et A, (a,8) = (aiz) € Mp(R) avec a;; =4 B, si |i—j|=1,
0, st non.
1. Veérifier que: A,(0,8) = al, + 8A.(0,1).
e Clest clair que al, + 84,(0,1) = A,(a,f8).
2. On pose: B, = 4,(2,1).
(a) Calculer det(B;) et det(Bs).

2
e Comme By =(2) et By = ( I é ) alors det(B;) = 2 et det(B,) = 3.
s

(b) Montrer que det(B,,) = 2det(B,_,) — det(B,_2) poor tout n > 3.

o En développant suivant la premiére colonne, on obtient :

ISe- b atesg

I 2 sl
det(By) = 2det(Bp-1) — A, avec A, = it e e e g
[T R (R

En développant suivant la premiére ligne, on obtient A, = det(B,_2). D'ou le résultat.
(¢) En utilisant la question 6, partie I, calculer det(B,).
e En posant d, = det(B,), alors & aprés la question 6, partie I, il existe un unique couple
(a,b) ER? tel que dy, = a+bn, ¥n = 1. Avec d; —Zetdg—S on trouve a = 1 et b =1 et par
suite d, =n + 1,
3. Déterminer ker(A,(-2,1)).
Soit X =* (zy,...,2,) € R™. En posant 4,(—2, )X =t (ay,...,a,) alors un calcul simple montre que
01 = =2z + 23, ap = Tp—1 — 22, +Tppp pourtout 2 < k< n—1et Oy = Bt =20
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Si Ap(—2,1)X = 0 alors les (n — 1) premiéres équations donnent zy = kg pour tout 2 < k< n et
la derniére donne (n — 1)z; = 2nzy donc z; = 0 et par suite z; = 0 pour tout 1 < &k < n. Ainsi:
ker(An(—2.1)) = {0}.
4. On pose: D, = A,(0,1). On admet que Spc(D») = Spr(Dh).
Soit i € Spr(Dy) et X € E,(D,,).
(a) Montrer, en utilisant la question 1.c) de la partie 1, que |u| < 2.
e Pour la matrice D, on a: Ly + |a11] = 1, L; + |ai:] = 2 pour tout 2 <4 < n—1et
Ly +|ann =1. Dot L =2 et par suite |u| < 2, d'aprés la question 1)c) de la partie [1.
(b) Montrer que |u| < 2 et en déduire qu'il existe # €]0,7[ tel que
p=2cos(f).
e Puisque ker(A,(—2,1)) = {0} alors la matrice D,, — 2I,, est inversible et par suite 2 n'est
pas une valeur propre de D,,.
De méme det(D,, + 21,) = det(B,) # 0 donc (—2) n’est pas une valeur propre de D,.
Il s’en suit que |p| < 2.
L’application 2cos est une bijection de |0,7[ sur | — 2,2[ donc il existe # €]0,7[ tel que p =
2 cos(8).
Tpa1 — 2cos(Bzy + 251 =0, L< ks
Ig = O, L1 = 0.
e On a D, X = 2cos(8)X donc les composantes de X sont solutions du systéme:

(¢) Montrer que les composantes de X sont solutions de la récurrence : {

—2cos(@)z1 + 22 =0,
Ty — 2cos(B)zg +xp-1 =0, 2k <n—1,
Tp—1 — 2cos(@)z, = 0.
Si on impose les conditions g = 0 et z,4.1 = 0, on trouve le systéme demandé.
(d) En utilisant la question 6, de la partie I, calculer ;, pour lsk<n
e Les solutions de l'équation r2 — 2cos(8)r + 1 = 0 sont e et e™* donc il existe un unique
couple (u,v) € C2 tel que pour tout 1 < k < n,

N
Comme z € R, alors v = T.
(e) En déduire que les valeurs possibles pour # sont: ; = ﬁ% 1<7<n.
e la condition zg = 0 donne T = —u donc u € iR et la condition #,41 = 0 donne usin((n +
1)8) = 0. .
Si X # 0 alors u # 0 et par suite sin((n + 1)d) = 0. Il s’en suit que § = 'rH?—Tl =8 jE&

Comme 6; €]0,x[ alors 1 < 7 < n.
(f) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de D,,.

e Pour tout 1 <k < n,

T, = u(eikﬁ - e—ikﬁ)

= 2iusin(kf),

done le vecteur V' de compsantes vy, = sin(kf), 1 < k < n est un vecteur propre de D, associé
4 la valeur propre p = 2cos(f).
Il s’en suit que pour chaque 1 < j < n, le vecteur V; de composantes 1:](3) =sin(kd;), 1<k<n
est un vecteur propre de D,, associé 4 la valeur propre y; = 2cos(f,). Commeles #;, 1 < j<n
sont distinctes deux & deux et la fonction cos est bijective sur U'intervalle |0,7{, alors les valeurs
propres p; sont distinetes deux a deux.
Puisque Card{p;, 1< j < n} =n, alors on en conclut que

Spr(Dn) = {uj, 1< j<n}

et les X;, 1 < j < n, sont les vecteurs propres de D,,.
(g) En déduire que D, est diagonalisable.
e D, admet n valeurs propres simples donc elle est diagonalisable.
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5. (a) Soit A € R. Prouver I'équivalence:
A€ Spr(Dy) & (A +2) € Spr(B,).
o A€ Spr(Dy) & det(D, —\,)=0
& det(B, — 2, — A\,,) =0
& det(B, —(A+2)I,)=0
(b) Montrer que: Spg(B,) = {4 0082(2{;:_ 0 Lol g snk
® Spr(Bn) = {A+2, A€ Spr(Dn)}
{4542, 1<i<n}
Jm .
S £J<€
{200%(n+ l) +2, 1<j<n}

Jm :
4 cos? < j<nk
{oos’(55), 1< <)

6. Etablir les identités suivantes:

Il

e Comme D, est diagonalisable, alors Tr(D,,) = Z i Il s'en suit que:
=1

™ .

prAss,
Zcos(n+1) = 0.
F=1

¢ De méme, B, est diagonalsable car elle admet n valeurs propres simples, donc det(B,) =

m

H(4 c082(2£;i 0 )). Avec det(B,) = n+ 1, on obtient:

j=1
T g, dm o y nAl
Ews s~ &
HEE A Aok BEE
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