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Une grande importance sera attachée & la rigueur du raisonnement, & la clarté et au soin de lo
présentation. L usage des calculatrices n'est pas autorisé.
I est rappelé que fout résultat énoncé dans le teste peut élre wtilisé pour fraiter la suite, méme s’ n'a pu

Slre démonire.

N.B. Le sujet comporte deux problémes totalement indépendants.
Probléme 1

Rappels et Notations
Soit f une fonction 2 périodique continue par morgeaux. Les coefficients de Fourier trigonométriques
de f sont définis par :

il 2r .

an(f) = = ; f(t)cos(nt)dt, n €N,
1 Y ror

bu(f) == f(t)sin{nt)dt, ne N,

T /o
Partie I

Dans cette partie, on se propose d’étudier l'espace vectoriel des fonctions développables en série
entiére en o et solutions sur R de I'équation différentielle suivante :

o
y —zy =L (1)
o i est une fonction inconnue contintment dérivable de la variable z.

1. (a) Résoudre I'équation différentielle (1) (On donnera une solution particuliére sous forme
intégrale ).
(b} En déduire gue la solution f de U'équation différentielle (1} telle que f{0) = 0 s'écrit
sous la forme

e

2 g ;
7@) = exp( L) /0 exp(~5 )it 2)

2. Dans cette question, y désigne une fonction de la variable réelle . admettant un développe-
+00

ment en série entidre y(z) = Z apx? sur | — R, R avec R > 0.
p=0

(a) Montrer que. pour que y soit solution de (1) sur | — R, R][. il faut et il suffit que l'on
ait :

&1 =iy
(p+1)apsr —ap-1 =0, ¥p= 1
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(b) En déduire que. si y est une solution de (1), on a :

Aoksl = [k vk = 0.

{c) En déduire le développement en série entiére au voisinage de 0 de la fonction f donnée
dans 'équation (2).

{d) Donner le rayon de convergence de la série associée a la fonction f.

{e) Soit g la fonction définie sur R par :

g(z) = ea:p(—f;y

i. Donner le développement en série entiére au voisinage de 0 de ¢ ainsi que son rayon

de convergence.
I

ii. Pour = € R%, exprimer ] g{t)de comme somme d'une série entiére.
0

(f) En écrivant f(1) de deux maniéres différentes, montrer que :
Ry Lo N

eV 4 -/ DR

Z (2n + 1)! \/_RX_:O 2nnl(2n 4+ 1)

Partie 11

Soit h la somme de la série entiére définie par

T

S f? (3)

(1=

L'objet de cette partie est de donner quelques propriétés de h.

1. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére (3).
l’l
(b) En considérant la série de fonction de terme général —, montrer que la fonction h est
e
continue sur [~1,1].

(¢) Calculer A'(x) sous forme de série entiére sur | — 1,1].
(

d) En déduire, que pour tout x €] —1,1[, on a :

hiz) = — /: g—n(—ir_—t)di

. ~ i _— 9 ly + =T 3 i
2. Soit u: R — R la fonetion 2x-périodique définie par u (x) = 5 bour tout . & 10, 27|

L

(a) Montrer que. pour tout n € N, ay, (u) = 0 et pour tout n € N*, b, (u) = —.

(£
b i € l ?_g
- i — T
{b) En déduire que (1) = }_{ g
‘1 3
n=1
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3. Montrer que la fonction ¢ définie par :
Yo €]0,1], ®(z) = h(z) + (1 — x) + In(z). In(1 — ).
est de classe C* sur ]0,1[.
4. Montrer que la fonction ® est constante sur |0, 1| et vaut A(1).

5. En déduire que :

+oo 1 |

3 = Y 2
L amp? T 19 2(111(2}) :
n=1

Probléme 2

Rappels et notations

On note N I'ensemble des entiers naturels, N* 'ensemble des entiers naturels non nuls, K le corps
des réels ou des nombres complexes.

Dans tout ce qui suit, on fixe n € N* et on adopte les notations suivantes :

e R™ est 'espace vectoriels des n-uplets & coefficients réels.

o KN = {(ug)k, tel que u, € K, Vk € N} est 'espace des suites de K.

e K™ est 'espace vectoriels des n-uplets a coefficients réels ou complexes.

e Pour X € K", on note par x,- - ,z, ses composantes dans la base canonique de K».
s M, (R) désigne l'espace des matrices carvées d’ordre n & coefficients réels.

e [, est la matrice identité de M, (R).

e Soit A = (a;;) € Mp(R). On note par :

* det{A) le déterminant de A.
x ker(A) = {X e R*", AX = 0},
x Ey(A) = ker(A — AL,), pour A € K.

* Spx{A) 'ensemble des valeurs propres de A dans K.
Partie I
Soit (a,b) € K>, a # 0 et b # 0. On pose :
E = {(up)r € KN, tel que ugsg = avgs1 + buy, Yk e N}L
1. Montrer que [E est un K-espace vectoriel.
2. Soit ® : IE — K2 Papplication définie par: ©((ug)g) = (ug,uy ).

(a

) Montrer que ® est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.
(b) En déduire que IE est de dimension finie sur K et donner dim(IE)

3. Soit r £ K. r +# 0. Montrer que les denx relations suivantes sont équivalentes :
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{a) {r’“)k e IE.
{

b) 7 est une solution de I'équation : ¢> —at —~b=0 (%).

4. On suppose que Péquation {+} admet deux racines distinctes 71 € K et vy € K. Montrer que

la famille ((r¥)y, (7)) est une base de IE.

5. On suppose que l'équation (*) admet une racine double ry € K.

(a) Montrer que la suite (krf)x est un élément de IE.
{ Ind: on exprimera r; en fonction de a).

(b) Montrer que la famille ((r¥)i, (kr¥)4) est une base de IE.
1 1

6. Calculer le terme général de la suite (dy)y définie par :

d@ o l,. dl et 2,
dpoo = 2dj oy — dy, Vhke N,

Partie II
Soit A = (a;;) € M,(R). On pose :
Ly = Z |(L;'J'| et = ll’lg’lﬁ,{‘i(ﬂg + |ags|)
=1
j#i

1. Soit A € Spr(A) et X € Ey(A).

(a) Montrer qu'il existe k € {1, 2,--- ,n} tel que :

L 1y
|zl = max (|z:)

(b} Soit & l'entier trouvé dans la question précédente. Montrer que :

[A—agk| € L.

(c) En déduire que |A| < L.

2. On suppose que, pour tout ¢ € {1, 2,--- ,n}, on a |a;;| > L;.
(a) Montrer que 0 n'est pas une valeur propre de A.
{b) En déduire que 4 est inversible.

Partie TI

(o, B) € R%. On consideére la matrice An(a, 8) € My (R), définie par

e F 0 - D
g o B
0
An(fk, ,8)——
0
: 8 a 8
0 -« -+ 0 A o
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1. Vérifier que A,(a, 8) = al, + 8AL(0,1).
2. On pose B, = Ap{2,1).

(a) Calculer det(Bj) et det(Ba).
(b) Montrer que det(By) = 2det(B,—1) — det(By_2) pour tout n > 3.
(c) En utilisant la question 6. partie I, calculer det(B,).

3. Déterminer ker(An(—2,1)).

4. On pose D, = An(0,1). On admet que le Spc(Dn) = Spr(Dy). Soit p € Spr(Dn) et
X € E,(Dy).

(a) Montrer, en utilisant la question 1.(c) de la partie II, que |x| < 2.
(b) Montrer que |i| < 2 et en déduire qu'il existe § €]0, 7| tel que p = 2cos(8).

{¢) Montrer que les composantes de X sont solutions de la récurrence :

{ Tpyr — 2cos(@)zr +z5-1 =0, 1<k<n,
2o = 0,2p41 =0.

(d) En utilisant la question 6. de la partie I, exprimer z) en fonction de 6 et k, pour
1<k<n.

(e) En déduire que les valeurs possibles pour 6 sont :
jw

;o= e 1‘<\,‘<n.
7 n+1 e

(f) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de Dp,.

(g) En déduire que D, est diagonalisable.

5. (a) Soit A € R. Prouver I’équivalence :
X € Spr(D,) si et seulement si (A + 2) € Spgr(By).

(b) Montrer que :

6. Etablir les identités suivantes :
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