Concours en Physique Chimie

Correction de Pépreuve de Mathématiques

PARTIE I

1. Soitx € [0,1].

(2)

(b)

(©)

oGy = 0Oet Gy = O donc elles sont continues et dérivables en 0 et 1 respectivement.
o lim Gy(r) = hm((1~ 1) =x(1 —x) = Gy(x)

t—x~

et hm Gl = hm 1 ((1—1)x) = x(1 —x) = Gy(x), donc G, est continue en x.
Gl))=Gold) _ . ((1=x)t—x(1—))

e lim = lim =(1-x)
t—x~ L= t—sx— ==X
Gy(t) ~ Gy —)x—x(1—x)
o tim GO =Gxle) _ | (1=tx—x(1-2)) _
t—xt f—x t—x— T ==

Comme (1 —x) # (—x) alors G, n’est pas dérivable en x.

* Go et G sont des fonctions nulles, donc elles sont continues sur [0, 1].
* Pour x €]0, 1], Gy est continue sur chacun des intervalles [0, x] et |x, 1] comme étant une fonction affine.
Da plus, G, est continue en x. Ainsi, G, est continue sur [0, 1].

e C’est évident que [|Golle = 0 €t |Gy || = 0.

» Pour x €]0, 1], Gy est strictement croissante sur I'intervalle [0, x] et strictement décroissante sur I’ intervalle
[x, 1], donc elle admet un maximum absolu en = x de valeur x(1—x). 1 s’en suit que ||Gyfle = x(1 ~x),
€galité encore vraie pour x =0 et x = 1.

* Une étude simple de la fonction x = x(1 —x) sur I'intervalle 10, 1] montre qu’elle admet un maximum

1 1
absolu en . de valeur 5 D’ou [|Gyllee < R inégalité encore vraie pour x =0 et x = 1.

2. Soit f € C([0,1],R). On pose :

(@)

(b)

(c)

/G £)dt, Vx € [0, 1],

o Ur(x) /G z)dt+/le () f(t)d
=(1-9 [° rf<>dr+x/ (1=0)f(r)dr.

1
onO:/Goz : dz:/Odt:
e UA(1) /(}1 (O£ (1) dr~/ Odi =

o Les fonctions £ — £ f(¢) ett — (1 —¢) f(¢) sont continues sur les intervalles [0,x] et [x, 1] respectivement,

donc les fonctions x / tf(r)dr et x / (1 —1)f(t)dt sont de classe C' sur [0, 1] et par suite Uy est



de classe C! sur [0, 1].

(d) -Pour tout x € [0, 1],
(/ tf(t)dt =310 et(/ (T=0f(tydty = =(T=x)f(x).

Il s’en suit que pour tout x € [0, 1],

0 = = [ ££(0dt+ (1 =) (x£(x)
+/x (1 =) f () +x(—(1 =) f(x))
:—/x[f<[)dt+/1<1~—[)f(l‘>dl.‘.
JO Jx

(e)  Comme dans c), U} est de classe C! sur [0, 1], donc Uy est de classe C* sur [0, 1].
e Pour tout x € [0, 1], U¥(x) = —xf(x) — (1 —x) f(x) = — f(x).

(f) e C’est clair que Uy est solution sur [0, 1] de ce probléme différentiel.
» Si Vy est solution sur [0, 1] de ce probleme différentiel, alors (Ur —V¢)" = 0 donc il existe (a,b) € R?
tel que (Uy — V¢)(x) = ax+ b pour tout x € [0, 1]. Les conditions (Uy —V()(0) =0 et (Ur—Vf)(1) =0
donnent a = b = 0 et par suite Ur = V sur [0, 1].

3. Calculer U + dans chacun des cas suivants :

(2) e D’apres 2)e), pour tout ¢ € [0, 1], U{(r) == —e', donc U(t) = —€' +at +b avec (a,b) € R2. De plus,
Ur(0) =Up(1) =0donc b =1eta=e—1. Ainsi, V € [0, 1],

Up(t) =~ +(e—1)t+1.

(b) e Pourtout € [0,1],ona: Uf(r) = , d’ou Ug(t) = —arctan(t) +a avec a € R.

1
1412 [
Il s’en suit que Up(r) = Up(t) — Uf(0) = —/0 arctan(s)ds+at.
Une intégration par partleb donne

1 5 . \
Us(t) = —[sarctan(s +/ o2 = —rarctan(r) + iln(] +17)+at. La condition Ug(l) =0

|
donne a = ~—2~ln(2) + 1 Il s’en suit que : Vz € [0, 1],

U (t) =3 uretanly) +ém(1 +A)+( —%IH(Z))L
4. e SifE€E, fc C([0,1],R) donc d’aprés 2)e) Uy est de classe C* sur [0, 1] et Uy = —f. Comme f est de classe
C> sur [0, 1], alors Uy est de classe C* sur [0, 1].
o Puisque f € E, pour tout n € N*, (U;)®"(0) = — f2=2)(0) =0 et
UH)P(1) = —f®=2(1) = 0. De plus, Us(0) = Us(1) = 0. D’ou, pour tout n € N, (U)@(0) =0 et
(Uf)@")(l) = 0. Il s’en suit que Uy € E.



1
5. e Pourtoutx € [O,l},U(XfWg)(x):/ (Y Nf+ug)(t)dt = / dl'"t‘/l/ Gy(t)g(t)dr =AUy(x) +

1.

WUy (x) = (WU + 1) ().
D’ou: U(Xfﬂzg) = KUf +,ng

s Si f € E, f estde classe C7 sur [O 1] donc f(71’ est est de classe C” sur [O 1] De plus pour tout n € N,
(1P 0) = 2o (0) = 0 et (FEP) (1) = fC+P)(1) = 0. Ainsi, fC7) € E.
e D’aprés 2)e), pour tout ¢ € [0, 1], U” NOES — f@p)(z), donc

Upp (1) = — F@P=2)(t) +at + b avec (a b) € R%.
Avec U 425 (0) = U o (1) =0cet F2r=2)(0) = f2=2)(1) =0, on obtient a = b =0. Ainsi, Uszp) = nee PZP—Z),
PARTIE II

(a) ® 0 € E car 0 est de classe C* sur [0,1] et 0(0)=0(1) =0.D’ou: E #0.
o Si (f,g) € E* et (A,u) € R? alors (Af +pug) est de classe C° sur [0,1]. De plus, pour tout n € N,
(Mf + ) 2P (0) = AP (0) + g (0) = 0 et (AF +pg) @) (1) = AfPY(1) +pg® (1) = 0. Ainst
(Af+ug) €E.
On en conclut que E est un sous-espace vectoriel de C([0, 1], R).

(®) » V{fig) € (C ([0, 1], R))?,

<f7g>:/0 f(H)g(t)dr = / g()f(t)dt = (g, f), donc (.,.) est symétrique sur c([o,1],R).

o V(f,g,h) € (C([o i3 3V7\6R
1 1

= [ (A +e) = [ G0+ = [ FOROds+ [ R =MF )
0 0

(g,h). Ainsi, (., )est linéaire a gduche sur C([0, 1], R).

o Vfc C([0,1],R), {f, f) :/ £2()dt > 0, donc (.,.) est positive sur C([0, 1].R).

o Vfe C([0,1],R), (f.f) = O:>/ f?(t)dt = 0. Comme la fonction £2 est continue, positive sur [0, 1]

1

et / F2(¢)dr = 0 alors f2(r) =0, Vr € [0,1] donc £2 =0 et par suite f = 0. Ainsi, (.,.) est définie sur
. ,

C([0, 1], R). ‘

On en conclut que (.,.) est un produit scalaire sur C([0, 1], R).

1 1
© /P = [ P < [ 1 ae < IFIE done £ < 1l
@) o Ifu—=Fll < Ifa— fllo-

Si ( f)nen converge vers f pour la norme . [le, hm W fe— fllee =0 donc 1m ll.f — f1l = O et par suite

(f)nen converge vers f pour la norme ||.||.

2. o ||G|)? :/01 Gi(t)dr:(l—x)2£1t2c1t+xz/j(l = 31od

= (1 2 t)Qi‘j +Y2(] “’X)B = (] —x)zxz
Bl 3 3 :




o llsell? :/OISZ:(t)dt :Z/Olsin2(k7tr)dt

A sin(2kmt)
= /0 (1 —cos(2kmt)dt = [t - Tkﬂ:—]é = ],

3. (a) e s; estla composée des deux fonctions sin et ¢ — k7z, donc elle est de classe C* sur [0, 1].

(b) e Par récurrence sur n € N.

(0)

C'est vrai pourrg =0¢ars; ' = s, = (
Soit n € N. Supposons sf”? = (=1)"(km)"s,.

T k
:(_l)n kTC)Z'Z( 1
s, (_l)n-!-l kﬂl)2<”+1)sk.

(c) o sk est de classe C* sur [0, 1].
. Sk "(0) = (= 1)"(km)?s5(0) = 0 et st (1) = (—1)" (k) s5i(1) = 0.
Il s’en suit que s, € E.

4. Pour tout (k, f) € N* x C([0,1],R), on pose : cx(f) = (f,sk)-
(a) e D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, |c(f)| < I fllllsell = I £1]-

(b) e Une premiere intégration par parties donne :

cx(f®H2)) = [5.(e) F V()] — V2 (k) /0 1 cos(knt) f2 1) (¢)de
= —+/2(km) /O : cos(kmt) 2 (1)dt.

Par une deuxiéme intégration par parties, on obtient :
1
cul£2+D) = Ak cos (k) £ (1))} = (kn)? [ sele) £ (1)
0
~(km)2ci (%),

(c) e Par récurrence sur n.

Pour 71 = 0, cx (f(9) = () = (= 1)°(kx)Pce(f).
Soitn € N. SLIppOSOI’lSCk(f(2n)) (= 1) (km)? ci (£).
el D) = —(kney (£2) = — (dk)(~1) (k)i )
= (1) ()2 ey ),
@ Daprts 40 er4)o), el )] = |- 5L < WL
D’ou : kETmck(‘f) =¥
PARTIE III

On considere les applications A et ¢ définies sur £ par: Vf € E,

A(f) =—f"eto(f)=Uy,

olt Uy est la fonction définie dans (3).




1. e Pourtout f € E, (— ") € E d’aprés 6) partie ] et Uy € E d’apres 4) partie I.
o V(f,g) € E? et (A\,u) € R?,
AMSf +ug) = —(Af+ug)" =M—f")+u(—g") =AA(f) +pA(g) et, d"aprés 5) partie [, G(Af +ug) = U 4y =
AMUf +uUy = Ao (f) +uo(g). ,
Il s’en suit que A et ¢ sont des endomorphismes de E.

[§e]

(a) D’apres 6) partie I, pour tout f € E, 6(f") =Up = —f.

(b) e Pourtout f € E,60A(f) =0(A(f)) =o(—f")=—0c(f") = f. De plus, GoAet Idg ont méme ensemble
de départ et méme ensemble d’arrivé E, donc 6o A = IdE.
e Pourtout f € E, Aoo(f) =A(c(f)) = —(c(f))" =—-U? = f . De plus, Aoc et Idg ont méme ensemble
de départ et méme ensemble d’arrivé E, donc Aoc = ldE.

(c) D’aprés b) Ao = 6oA = Idg donc G est un automorphisme de E et 6! = A.

1
. @ e (608 =~ [ 7080 =~OFO+ [ £ 0ar= [ £0)6/0)an car g0) =g(1) =0
Ur}e nouvelle intégration par partles donne :
[ rogwa =00 [ 108 0= (7,06)
car f(0) :f(l) =i
(b) oPulsquef f(l)

AN = / PO =GO O+ [ Or 6

:/O(f(t dr:HfIIZzO.

4. o A(sg) = —sf = —(—1)(km)?s = (kmt)*sy donc la fonction s est un vecteur propre de A associé a a la valeur
propre k’7’.

5. Soit A une valeur propre de A et g un vecteur propre de A associé a la valeur propre A.

(a) D’apres 3)b) partie T, 0 < (A(g),g) = (Ag,g) = Allg||* donc X > O car ||g||* > 0. De plus, puisque A est
inversible, alors A # 0.
On en conclut que A > 0.

(b) e Puisque A(g) = Ag alors —g"” =Ag, d’ou g’ +Ag =0.
e g€ E donc g(0) =g(1)=0.

(c) 1. e L'équation caractéristique de I’équation différentielle : y” +Ay=0est > +A =0. Elle admet

deux racines r; = ivVA et r, = —iv/A. La solution générale sur [0, 1] de 1’équation différentielle :
y +Ay=0est de la forme : x> aeV™ 1 Ge= V™ avec a € C ou x aucos(v/Ax) + Bsin(v/Ax) avec
(0. B) € B2

ii. D’aprésa) et c), L > Oet g est de la forme : x € [0, 1] — otcos(v/Ax) + Bsin(v/Ax) avec (at, B) € R?

et g(0) =g(1) =0.
e La condition g(0) = 0 donne o = 0.



e La condition g(1) = 0 donne B # 0 et VA = kr avec k € N* donc A = k*n? et g = Bsy.
Remarque
Si on utilise la formr exponentielle de g, on obtient a+a@ = 0 et aeiﬁ +ae“‘/— 0 donc a € IR* et
2iasin(v/A) = 0. ce qui donne A = k212 et g = 2iasy.
(d) e Soit A une valeur propre de A et g un vecteur propre associé. D’apres c)ii), il existe (k, ) € N* x R* tel
que A = k’n? et g = By
Inversement, d’apres 4) de cette partie, tout élément non nul de Vect (sg) est un vecteur propre de A associ€
a la valeur propre k*7%.
I s’en suit que Sp(A) = {k*n%, k € N*} et pour tout k € N*, le sous-espace propre de A associé 2 la
valeur propre k*1t> est Vect(sy).
{k21 5, k& N*} etpour tout k € N*, le sous-espace propre de G associé
a la valeur propre k%7 est Vect (sy).

(e) ® Puisque 6 =A"! alors Sp(c) =

1 .
) ® (Gerse) = Usy () = [0(50)](9) = [yl ) = S5
(g) e D’apres 3)a) de cette partie, pour tout (k,l) € (N*) avec k # i

1 1 2 I
(St:51) = 777 {8sic) 1) = 173 {51, A(s1)) = 55 (5ko51) = 75 (5, 31), dome (s, 1) = 0.

e D’apres 2), partie II, pour tout k € N*, |ls¢|| = 1.
Ainsi, la famille (s;)gen+ est orthonormale pour le produit scalaire (.,.).

PARTIE IV -

1. Pour (x,n) € [0,1] x N*, on désigne par u, , la fonction définie sur [0, 1] par :

ux.n(t)—s’;(z) sa(t), Ve e [0,1].

5— convege comme étant une série de

(a) e Pour tout (n,1) € N* x [0, 1], |uy,(1)] < {2211—2 et la série Z =

n>1
Riemman d’ordre 2, donc la série Z Ly, converge normalement et par suite uniformément sur [0,1].
n>1

(b) e Puisque chaque u,,, n € N* est continue sur [0, 1] et la série Z iy, converge uniformément sur [0, 1],
n>1
400
alors Hy = Z ity est continue sur [0, 1].

n=1
1 ke
H \'n == X.n e d
(c) Sk / Zu dt /0 [I; wy (1) sk (1)]dt
to0

2v2 :
Comme pour tout (n,t) € N* x [0, 1], iy, (£)s2(2)] < ?\/—; alors la série Z Ly xSk CONVErge uni-
i n>1
formément sur [0, 1]. Tl s’en suit que :




I oo +oo 1]
/0 [’;lzl&,,l(z>sk(z)]dz:Z[ /0 e (£)52(0)l]

n=]

= 0), [
= Y 2 s (0)sele)a]
= it i
B g e £ 1 si(x)
— wn kT m2g2
Ainsi, (Hy, ) = %(g

ii. e Pour tout k € N*, (H,,s;) = (Gy,s;) donc (G, — Hy, s) = 0. D’apres le résultat admis, Gy — Hy =0
et donc G = H,.

too 2
(d) e Pour tout x € [0, 1], Gy(x) = Hy(x) donc 2:1 %12(,72) =x(1—x). D’ou:
Nn=
7 sin(nmx) | wx(1—x)
=T 2 ‘
. 5, NT
1 oo sm2(7) e
oPourx:E,ona: Z—,{z_—:§

n=1

T
Comme sin2(2p§) =Oetsin?((2p+ l)g) =1,VpeN, alors :

Yo=Yty done (1- D) ¥ 1= prow
° ) — onc (1—=)) —=—.
s« = @pF o= (2p+1)2 e R
S| TEZ
22"

N
2. Pour (x,N) € [0,1] x N*, on pose : Hyy = Z 7415

n=1

(a) e Hyy est une somme finie de fonctions continues sur [0, 1] donc elle est continue sur [0, 1].

oo o0
e Pour tout t € [0,1], [H,(t) — Hen(t)] = | Z Yanl < Z l|ltx n || qui tend vers O quand N tend vers
n=N+1 n=N+1

+-oo car c’est le reste d’une série numérique convergente, donc la suite (Hy ) yen+ converge uniformément
sur [0, 1] vers H,.



N 2
(b)'HH\NISL;Z% —\/—;%z\/?igﬁ
® [|Hylloo = || G]wo = d’aprés 1)c) partie L.

4
(¢) e Puisque la suite (Hy 5)yen+ converge uniformément sur [0, 1] vers H, d’aprés 1)d) de la partie /I, la
suite (HHrN”)NeN* converge vers || H||.
o [I1Hel? = 1Hx 1] = W Hell + 1 Eevll] % |1 Hl| = | Ee ]l

< SHIExN = [1Henll]
Comme lim I||Hr¢|-HHrNH|—0310rS Nim (1 I? ~ I HewI?]) =0.

@ o1 <r>—{fs”(">s<r>H§S’”~(") (1)}*‘%[%%@)&”@) (sm ()
x,N\") — 2n2 o\ 2 5 Sm\l = LN ) Sn

=1 m=1 n=—1% =l
) N
8,(x) s
= Z TC4 4 n Z Tﬁnomﬁ I)Sm( )
n=1 ;1,,
,2 ) ul

N N :
1 1 Spk X085 ()
(e) ”Hx,NHZZ/ HEN(f)df:/ Z 7c4 2:1 Zl ™n?m? $n(t)sn(t) | gt
o 0 sl
m#n
& 5a(x) Sn(x)sm(x) [
| 220 ["awars y ¥ 200 g,
n=1 n= lmJ}
[N s2(x)
z ¥, $2()
= ’; o} }Sn” +”ZI ’El 71:4 2 n2 Sn,5m> :’g—l 7:4,14 car <5r175m> = Snm-
J N 2 +oo 2
H'2___ li 2. 1 S}z(x) _ Si(fl
* I Fadin Il ngfzw[r; 7t4n4} I;l T4nt
1 242 1 o0 2 1 —x 2.2
(f) o ||H|? = |G:|)? = % donc — 7c4 Z W _ 31) T 1l s’en suit que :
i sin®(nmx) _ Tl —x)?
b 6
5 AT
| +oo 5i0°(— 5 Yoyogh oo iy -
Pour x = -, : ——=— =— dou: et
e Pour x S-ona: ’; i gg- 4'ou ,;)(2”'”” 96
'fl §I+f : donc (1 Z et stzl i
—_=) — —————donc (1 — — par suite —.
n=| n* p=1 (2p)4 p=0 (2[7 e 1)4 4 n=1" 90
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