Probléme 1 : 13 pts

Partie I

1. L’application : ¢ — P(t)exp(—#?) est continue sur R et [ ]hm t2P(t) exp(—t%) = 0 donc les intégrales
t| o0

00

0 o0
/ P(t)exp(—t?)dt et / P(t) exp(—1?)dz sont convergentes et par suite, I’intégrale / P(t) exp(—t2)dt
—00 0 —o0
est convergente.
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Par conséquent, Vu € R, e‘l“_>_ 1+4+u. !

Remarque : on peut étudier le sens de variation sur R de la fonction : u +— ¥ —u—1.

1 2
142 = (=5).

On a aussi V¢ € R, exp(—#2) > (1 —¢?). On en déduit : (1 —1?) < exp(—t%) < ——5

(b) Onad’apres (a), V¢ € R, exp(t?) > 1 +12 =

1422
1 1
3. (a) Vr€0,1], (1—#?)" < exp(—nt?) donc / (1—¢%)"dt S/ exp(—nt?)dt.
0 0

1 oo X
— < /11
(E¥ar donc/0 exp(—nt*)dt —/0 AT

1 o0
Enfin, puisque V¢ € R, exp(—nt?) > 0,0on a / exp(—nt?)dr < / exp(—nt?)dt.
0 0

D’ou la conclusion.

Vt € [0, +oo|, exp(—nt?) <

1!
(b) Le changement de variable ¢ = sin(x) donne : / (1- tz)"dt / cos? 1 (u)du
0

Le changement de variable u = /n t donne : / exp(—n \/_ / exp(—1%)dt.
0
e 1 3
Le changement de variable ¢ = tan(x) donne : /0 m = A cos? 2 (u)du.

T

On obtient alors : / cos? 1 (w)du < 7 / exp(—12)dt < / : cos? 2 (u)du.
0 0

i1
/T [T § 5 A%
(c) Enutilisant le fait que /(; g c052”+1 (u)du Al /o cos?2(u)du 724/ 7 Parpassaged la limite

+-o0 T
quand n — +oo, on en déduit que / exp(—12)dt = 5
0

oo 5 oo 5
(d) e La fonction ¢ ~+ exp(—#?) est paire sur R, donc / exp(—t°)dt = 2/ exp(—t2)dt = /7.

—0Q

+oo —U
e Le changement de variable = t> donne ——-—du =D / exp(—1%)dt = \/x.
0
. . . e (1 e”“) O 1) i /+°° e
Une inté : ——du= | ——=| +2 —du=2
e Une intégration par parties donne /0 R [ " V.

Partie I




1. e C’est évident que & est symétrique.
o VP,0 € RX], VA € R, ®(AP+ Q) = AD(P) +D(Q) par linéarité de I'intégrale.
o VP € R[X], B(P,P) > 0.

+ pdoo . '
o VP e RX], ®(P,P)=0= / P2(¢) exp(—¢?)dt = 0. Comme la fonction ¢ — P%(t)exp(—t%) est con-

tinue et positive el la fonction ¢ > exp(—#2) ne s’annule pas sur R, alors P2 = 0 et par suite P = 0.
Il s’en suit @ est un produit scalaire sur R[X].

.
H

+-o0a
2. e Lapplication ¢ +— t2"+1 exp(—#2) est impaire sur R donc / > lexp(—12)dt = 0.

=00

e Une intégration par parties do&ne
e 1
[ erep(—ar = [ exp(—)dt = = [P exp(—)] 12

(2n2+1) /:o "exp(—t )dt (2n+1) /+°° exp(~2)dt

3. (a) D’aprés 2) de cette partie, on a:
+oo ~-00 +o0 oo
/ P exp(—t?)dt = / texp(—t2)dt =0, / 2 exp(—1?)dt = %/ exp(—t2)dt = ?
oo T3 e -
g et/ t*exp(—tH)dt = = / t*exp(—1%)dt = 3\/_

—o0 —0Q

On développe (t> —xt —y)? = t4 2x13 4 (22— 2y)t2 +2xyt+y>.
3
Le calcul donne : I'(x,y) = = + x2 —y+y2

or
(b) Ona: éz(x,y) =x et gy-(x,y) =2y—1.

o’ ol 1
_ = — =0&x=0¢ety=—.
= ) 3 (x,¥) x=0ety=>
I" admet (O, %) comme point critique.

2 2

T 2
(c) o Iest de classe C? sur R?, r = —g?(x,y) =1,t= 371;(36,}’) =2ets= g%(x,)’) =0

1
En <O, 5) ,onar=1>0etrt—s*=2>0donc I admet (O, %) comme minimum local.

2
¥(x,y) € R%, 2I'(x,y) = x> +2 (y— %) +1>1.

' 1 1 1
eI(x,y)—-T (0, 5) =I(x,y) — = 2 0 donc (0, 5) est un maximum absolu de I.

(d) Notons ||.|| la norme associée au produ1t scalaire . Comme I’application : (x,y) — xX +y est un
isomorphisme de R? sur Rl[ Jona: e e

1 :
7= 2, Te) = min [X°—GX-Hy)|" = min [X°- P = (@4 Refx))"
Ainsi, (X%, Ry[X]) = %

Partie I11

1. e Lafonction cos est de classe C? sur R, d’aprés la formule de Taylor-Lagrange, pour tout # € R, il existe
2 2

/)
8 €]0,1] tel que cos(z) =1— —Z—cos(et), ce qui donne : V+ € R |1 —cos(z)| < %

- o A ’ 14 : .
Remarque : On peut utiliser 1’égalité (1 — cos(z)) = 2sin® (§> et I'inégalité | sin(¢)| < |¢|, pour tout € R.

1 —cos(z) & 1+ |cos(t)] = 2

o Vt € R*, —.
12 12 =12




1 —cos(xt -
2. e Vx € R, la fonction ¢ > L—%M est continue sur ]0, +oof et hr% (_1.%‘0’_@2 > % dosic 1afonction
t—
1—cos(xt £ )
t (_—'CTZM se prolonge en une fonction continue sur [0, +oo[. Pour tout# > 1, (_1__%%31@_[)_)‘ & 2 et

. 2 . . - §
la fonction ¢ — — est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+-co[. I s’en suit que, pour tout

x € R, f(x) existe.
e Pour x =0, ona f(0) = 0= f(1)|0|. Pour x % 0, comme la fonction cos est paire, on a cos(tx) = cos(t|x|).

—cos(t))

]
Avec le changement de variable u = ¢|x|, on obtient f(x) = |x| / Q—tz———-dt = f(1)|x|.
0
* Posons : V(x,z) € R x [0, 40| (xt)—g—oi(fx—)
L : V(x, ool, uln,t) = o

e Vx€R,lafonction > u(x,) est continue sur [0, +o[
e Vt € [0, +oo[, la fonction x > u(x,t) est continue sur R.

1 : 1
o V(x,z) € R x [0,+oo], |u(x,2)| < e La fonction ¢ — S

[0, +-oo[.
D’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme, la fonction F est définie et continue sur R.

: i e 1 T
«Vx€eR, |F(x)] < / lu(x,£)|dr < / el il
0 0

. 1+:2 2
< 1 T
F(0)= e
) /0 142 2

est positive, continue et intégrable sur

. La solution générale sur R de I’équation homogene y” —y = 0 est de la forme x+ ae* +be ™ avec
i -
(a,b) € R2. De plus, la fonction x — f(1)x— 3 est une solution particuliére de 1’équation (E). Ainsi, la

i
solution générale sur R de I’équation différentielle (E) est de la forme x — ae* +be ™  + f(1)x— 5
te (1 —cos(tx))
2(1+ t2) -

(1 —cos(tx))
G

se prolonge en une fonction continue sur [0, +ec[. Pour tout ¢ > 1,

. Pour tout x € R, on pose : G(x) = /
0

1—cos(xt))
est continue sur ]0,+eo[ et lim (1—cos(xr)) _ x° donc

(a) ® Vx € R, la fonction ¢ — -0 2(1+82) 2

(1 —cos(xt))
)

et la fonction £ — — 2 est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+co].

la fonction ¢ —

(1- cos(xt))
2(14+2) — t
1l s’en suit que, pour tout x € R, F(x) existe.

.eVx€R, F(0)—F(x)+G(x) :/O_J”“’ (1- ctos(xt))

(b) * Posons : V(x,t) € Rx]0, e[, v(x,t) = g,;('—f_?%)_)"

e Vx € R, la fonction ¢ — v(x,) est intégrable sur |0, +oo] car elle est positive, continue par morceaux

00
et / v(x,t)dt existe.
0

= F(D)lx].

sm(tx)

ov
oo i 2
e Vt €]0,+oo[, la fonction ¢ —> v(x,?) est de classe C* sur R et Vx € R, o (x,t) = 1 t2)

o (5,0 = £o50%) cos(tx)
ox? 1+2) i

e Vx € R, les fonctions t — gv( t) et g 5 (x,1) sont continues par morceaux sur |0, +-o[.

= |x| donc elle

ov
'é;(x:t)

e Vx € R, la fonction t — Ié——(x,t) est positive et continue sur |0, +oo[ et }ina
X —



se prolonge en une fonction continue sur [0, +oo[. De plus, V¢ > 1,

1 ) 1
S et la fonction? — —
t ’ t

ov-, -
‘a‘;(x:t)

- . . ; v
est positive, continue par morceaux et intégrable sur [1,+-co[. Il s’en suit que la fonction 7 — o (x,1)
- X

est intégrable sur |0, +oof.
2 1 :
oVxeER, g——; (x,1)| < 1 5 etla fonctiont - — 7 est positive, contine par morceaux et intégrable

sur ]O +°°[ %
D’ aprés le théoreme de dérivabilité sous le signe intégrale, G est de classe C? sur R et pour tout x € R,

G/ (x) = = cos(tx)
(x)_./o = =F).

(c) D’aprés 5)b) de-cette partie, on a: Vx € RY, g— — G"(x) + G(x) = f(1)x. ILs’en suit que Vx € RY,

G"(x) — G(x) =3 T f(1)x. Ainsi, G est solution de (E) sur R%.

(d) D’aprés la questlon 4) de cette partie, il existe (a, b) cR? tels que Vx € R%, F(x) =G"(x) =ae" +
be™*. On a donc Vx € R, |a| < e7¥|F(x)|+ |ble~%. Puisque F est bornée sur R, en faisant tendre
x vers oo, on obtient g = 0. Puisque F est paire, on a Vx € R*, F(x) = be*. Enfin, puisque F est

Y
continue sur R et F(0) = J-ona VxeR, F(x)= ge“m.

+e gy + sin(tx)
! —
(¢) OnaVx e R, G'(x) = . —(x,2)dt = /0 t(l_{_t)dtdoncG(O) 0.

T
Or, Yoo 0,672 = -5 e+ f(1) et G est de classe C? sur R, donc G'(0) = Iirg1+ G'(x)=f(1)— g
X—¥
T
Il s’en suit que : f(1) = 5"
Partie IV
1 —cos™(t
1. e Lafonction > g__cmois_g_)_) est continue sur |0, 4-c<[. De plus,
12 "
1—(1~=+o(t ~|1l=n—= 2
tim [ L2050 | iy ( A )> lim : <1 "z )> fim (2 +o(1))
t—0 12 150 t? 0 12 B t—% 2 ?
1 —cos™(t -
Il s’en suit que Iim&—g(—)l = 2 donc la fonction £ — E__C__ELJ se prolonge en une fonction
+=0 t 2 12
1 —cos™(t 2
continue sur [0,1]. De plus, V¢ > 1, E__%{_(_)_) £ ) et la fondonc ¢ — tgz est positive, continue par

morceaux et intégrable sur [1,+-eo[. Il s’en suit que la suite (4,),en+ est bien définie.

e D’aprés la question 5)e) de la partie 11, on a uy = g
+e (1 —cos?(t)) e gint () Fe (1 —cos(2t)) 12n =«
= "—————dtz/ —————dt:/ oo e T
2 /o 2 o 2 0 212 22 2
) 2u NG
2. Le ch td blet =4/ == d _vn
(a) Le changement de variable 5 onne uy, 3 ﬁvn
n—1
(b) Ona: Vrne N etV €R, (1 —cos™(t)) = (1 —cos(t)) Z cos*(z) donc en utilisant la question 1) de

k=0
2

la partie I11, |1 — cos™(t)| < (Z[cos ) [1—cos(t) }gn%.




3.

donc E(sin(T)) = .
e On a cos(S+ T) = cos(S) cos(T) — sin(S) sin(T). Pulsque les vari bles aleatoues S et T sont finies et

indépendantes, cos(S), cos(T), sin(S) et sin(7") le sont aussi. Par linéarité de 1’espérance, il vient que
E(cos(S+T)) = E(cos(S))E(cos(T')) — E(sin(S)) E(sin(T')) = E(cos(S))E (cos(T)).

(a) On raisonne par récurrence sur z € N* :
1 1 ‘
e E(cos(tS1)) = E(cos(t X)) = = cos(t) += cos( t) = cos(t). La propriété est vraie pour n = 1.
e Supposons que la propriété est Vrale Jusqu’é I’ordre n et montrons qu *elle est vraie pour (n+1) :
On a E(cos(tSy+1)) = E(cos(tS, +1Xn41)). Or les variables aléatoires 1.5, et £X,.1 sont finies et
indépendantes. De plus, par définition de la loi de la variable aléatoire X1, les variables alatoires
t Xpt1 et 1(—X,+1) ont méme loi. On déduit du résultat de 2) que :

E{cos{tSrrr)="FE{cos(tSy))E{cos(#Xpr1))-=cost(t)cos{t)-=—cos™ 1 (z)
La récurrence est donc achevée.
(b) D’aprés le théoréme de transfert, |S,| admet une espérance et E(|S,|) = Z |kIP(S, = k).

keS,(Q)
, too (1 — ] Sy
Comme/ (1 C(;S(kﬂ)df — Elkl, on aE(}SnD — _2.. Z P(Sn = k)/ U‘_@;ﬁ@dr

0 d 2 T resn@) 0 t
L’ensemble S,(Q2) étant fini, on obtient par linéarité de I’intégrale

2. 1 —cos(kt
B(s=2 [ ( Y PS=H <——<-ﬁ)
o \kesy(@)
Y P(S.=k)=1let Y. P(S,=k)cos(kt) = E(cos(tSy,)) d aprés le théoréme de transfert.
keSy(Q) k€S (Q)

400 —+oo 2= T

Par conséquent, E(|S,|) = —/ s E(CZS(tS”))) = Z/ _(l—cozs_(@dtz %un_
0 r T Jo t

(a) Pour tout ® € Q, Sz4+1(®@) =2n+1—2s avec s € [[0,n] et (Szne1(®) =0<2n + 1—-25=0), ce qui
est impossible. Ainsi, I’événement (S2,+1 = 0) est impossible et P(Sp,1.1 =0) =
(b) En remarquant que (S,(82),[-7,n] \ S»(£2)) forme une partition de [—n,n] et lorsque j€[-nn]\
Sn(Q) ona P(S,=j)=0.1 vient:
YRS =n= ¥ [iPS=0+ ¥ LiPS:=i)=E(S) .
j=-n JESn(Q) Je[-nn]\S:(Q)
..(c) ®Les événements (Spp+1 = j+1) et (Xz,42 = —1) sont indépendants, donc
P((Sant2= NN Zonz =—1)) = P((Szns1 = j+1)0 (Kont2 = —1))
= P((S2n+1=j+1))P((X2n+2 = 1))

= RS = j41).

e Les événements (Spn+1 = j— 1) et (Xo,4+2 = 1) sont indépendants, donc
P((Sont2=j)N(Xoni2=1)) = P((Sonr1=j—1)N(Xans2=1))
= P((S2nr1=j— 1))P((X2n+2 =1))
1
= FP((Son1=7-1)).
(d) La famille ((X2742 = 1), (X2n+2 = —1)) est un syst®me complet d’évenements de Q. D’aprés la
formule des probabilités totales, pour tout j € [—2n—2,2n+2],ona:

P(Sumiz=1J) = P{(S2nr2=7)N(Xony2 = —1)U(S2ns2 = j)N(Xont2 =1))
= P((Sant1=J+1)NXant2 = —1)) +P((S2nt1 = j = 1)N(Xoni2=1))

Y _lp((sz,ﬂ_l =j+ 1))T}'P((82n+1 = j—1})




Il s’en suit que.: -+ e
e St s

E(Smea) = ). 1P(Sans2=1)
11—“ n;n+2 2n+2
= 5( Y, PGS =i+1)+ Y tj[P(S2n+1=j—1)).
Jj=—2n-2 Jj=—2n-2
1 2n+1
= 5 L (k= 1+k+1DP(Senrs =B)
Jj=—2n-1
(e) Comme P(S7,+1=0)=0,0na:
1 2n+1
E(Szmal) = 5 Y (k=1+[k+1])P(Sns1 =F)
= ]-—’711...
1 241
= 2 Z (lk— 1]+ [k +1])P(Sons1 = k)+ Z(;k U+ k+1DP(Sne1 =)
1 ]2;-;12 i { 2n+1 2n+1
= 2 ):( 2k)P(Sppi1 = k)—l— )‘_: 2kP(Szn+1 B= Y [|kP(S2ms1=k)
. Jm=2n—1
= E(!Sznﬂl)

On en déduit que : Vi € N, upp1p = uopy1.

Probleme 2 : 7 pts

Partie I

1. Soit f € O(R™)

- (2) Soit A € Spr(f) et x un vecteur propre associé 2 A. On a x # 0 et f(x) = Ax. Comme f € O(R"), on
a: || = [If ()] = [A]]|x]| done A] = 1.

(b) Supposons F est stable par f et soit (x,y) € F x f(F1). ll existe y’ € F- tel que y = f(y').
Puisque f-€ O(R™) et F -est-stable par f; fF'l"-endomorphisme de F"induit par f est une isométrie
de F, donc fr est une bijection de F et par suite, il existe x” € F tel que x = f(x’). On a maitenant
(x, y) (f(x"), f(y’)) =(x",y"y=0cary’ € F- et x’ € F. Ceci étant vrai pour tout x € F et y €
f(F1), donc f(F+) c FL.

1 0 0
2. Soit@ €R.OnposeRg= | 0 cos(6) —sin(6) |.
0 sin(8) cos(0)

(a} ‘On vérifie fagﬂement que tRe Ry = B Het det(Re) =1 dOIlCRe E 5 03 (R)
(b) @ RgRgr = Ry g.
o Par récurrence sur p € N, RY = Rye.

e Soit p € Z* . Onpose m = —p € N*,
Puisque RgR—g =Ro =1, ona R =Ry ™ = (Ry")™ =Ry = R_mp = Ryp.

(c) eDans C, Pry(X) = (X —1)(X —€®)(X —e®). Onae® = e ® < 0 € nZ. Ainsi:
Si 0 € 2nZ, Ry = Iz donc Ry est digonalisable.
Si 6 € n(2Z+1), Ry = diag(1,—1,~1), donc Ry est digonalisable.
Si 0 € TZ, P, est scindé et & racines simples donc Rg est diagonalisable.
e Dans R, Pg,(X) = (X —1)(X —2cos(0)X +1).
Si 6 € 27Z, Ry = k5 donc Ry est digonalisable.
Si 8 € n(2Z+ 1), Ro = diag(1,—1,—1), donc Ry est digonalisable.
Si 6 ¢ TZ, Pr, n’est pas scindé donc Ry n’est pas diagonalisable.




Partie IT

On considere I’espace euclidien (R3 (./.)). On note ||.]| 1a norme euclidienne associée au produit scalaire {./.).
Pour tout vecteur unitaire a de R?, on désigne par 6, I'endomorphisme de R? défini par : 6,(x) = 2(x/a)a—x.

1o

(@) o Vx € R3, 6%(x) = 04(2(x/a)a — x) = 2(x/a)C,(a) ~ 0,(x) = 2(x/a)a — (2(x/a)a — x) = x donc
62 = Idgs.
eSixe (Ra)-'- \ {0}, 5, (x) —x % x donc 6, # Idgs. “

(b) & x € Ker(c, —Idgs) <> x=2(x/a)a < x € Ra. D’ou : Ker(c, —Idg3) =Ra
o x € Ker(6,+1dgs) < (x/a) =0 & x € (Ra)t. D’ou: Ker(c, +Idgs) = (Ra)*.

(c) Puisque 6, une symétrie vectorielle et Ker(c, + Idys) = Ker(c, — IdRs) alors Ga est la symetne

~ —orthogonale-pa rapport-& la-droite- Ker(c;~1dgs)=Ra:

(d) e Comme Vect(a) et.Vect(a)’ sont deux sev orthogonaux de R? qui est de dimension finie, alors
R3 = Vect(a) @ Vect(a)*.

e Soit (#,v,w) une base orthonormée de R> adaptée 2 la décomposition R? = Vect(a) @ Vect(a)=.
Ona: G;;(u) =, 64(v) = —v et 6,(w) = —w donc Matyy, ., (6,) = diag(1,—1,-1).

o det(c,) = det(Mat,,, ,,)(0,)) = 1.

® 0, est une symétrie orthogonale donc 6, € O3(R). Comme det(c,) =1 alors ¢, € SO3(R).

w

2. Soitr € SO(R?) et a € R? unitaire.

Vx €R3, 6,077 (x) = 6,(r~1(x)) = 2(r~ 1 (x) /a)a~ r~1(x) = 2(x/r(a))a—r1(x) donc
rocgor l(x) = 2{x/r(a)}r(a) — r(r~1(x)) = 2(x/r(a))r(a) —x = Or(g)(x). D’ou: roGor™t =Gyy.

Soit (u,v,w) une base orthonormée de R3.

e Soit x € R3. Puisque (4,v,w) une base orthonormée de R, alors x = (x, u)u+ (x,v)v+ (x, w)w.
eVxcR3 ona 0,0 oy{x) = O‘u(O'v(x)) = Z(Gv(x)/u)u Gy(x).

Or, (ov(x)/u) = (2ux)v—x,u) =2{,x){(v,u) — (x,u) = —(x,u) . Il vient,

Guocv(x) = Gu(Gv(x)) =x—2({x,u)u+ {(x, v)v) =x—2(x—(x,w)w) =2{x,w)w—x=0Gy(x) .

Dlo 5u 00y = Oy

Partie Il

Soit £ € SO(R?), f # Idgs.

1. L

’épplication t — Py(t) est continue sur R. De plus, Py est unitaire et de degré 3, donc 1 _13)111 Ps(t) = —oo
et lim Pf(t) = +oo. D’aprés le théoréme des valeurs intermédiares, il existe o € R tel que Pr(a) = 0.

D’ apres N1)a), a € {~1,1}.

Notons mq I’ordre de mulnphcxte de o et Ea( f) le sous espace propre de f associé 2 o.. On a alors les
possibiltés suivantes :

i) Simg =1, on prend A9 = Q..

ii) Simg = 2, alors Py admet une autre racine simple B. On prend dans ce cas Ay = .

iii) Si mg = 3, alors on a nécessairement o = 1. En effet, si @ = =1, et puisque Py est scindé sur R, on
obtient det(f) = —1, ce qui est absurde. ;

On distingue les cas suivants : :

e Sidim(E;(f) = 3, alors f = Idps, ce qui est absurde,

o Si dim(E;(f)) = 2, alors dzm((El( )-L) = 1. De plus, E;(f) est stable par f, d’aprés I)1)b), E1(f)*
est stable par £. Soit (e1,€2) une base o.n de E; (f) et e3 un vecteur unitaire de E1(f)*. On a f(e;) = ey,
fle2) = ez etilexiste Y€ R tel que f(e3) =1 e3. La matrice de f dans labase 0.n (e;, e, e3) estdiag(1,1,y).
Il vient alors 1 = det(f) =1, donc Py = (X — 1) et m; =3, ce qui est absurde.

o Si dim(E1(f)) = 1, alors dim((E;1(f)*) = 2. De plus, E1(f) est stable par f, d’aprés I)1)b), Ei(H)*
est stable par f. Soit e3 un vecteur unitaire de E; (f) et (e1,e2) une base o.n de E;(f)L. Ona fler) =e;




et il existe (a,b,c,d) € R* tel que f(e2) = aey + bes et f(e3) = ces +des. La matrice de f dans la base
o.n (e1,ez,e3) est diag(1,A) avec A € M5 (R). Comme f € SO(R?), alors A € SO,(R). 1l s’en suit que f
admet seulement 1 comme valeur propre réelle ou 1 comme valeur propre simple et (—1) comme valeur
propre double, ce qui aboutit & une contradiction.

2. Soit u un vecteur propre unitaire associé a la valeur propre Ay.

(2) Ru est stable par f, d’aprés 1)b) de la partie I, (Ru)" est stable par f.

(b) (Ru)* est un plan vectoriel, donc (Ru)t admet une base o.n (e2,e3). Puisque (Ru)" est stable par
f, on a f(ez), f(e3) € (Ru)* donc il existe (a,b,c,d) € R* tel que f(e2) = aes +bes et f(e3) =
cey+des. Avec || f(ez)|| = 1, on obtient (a® +b%) = 1 donc il existe 6 €] — 7, 7] tel que a = cos(6),
b =sin(8). Or, 0 = (ez,e3) = (f(e2), f(e3)) = ac+bd et 1 = det(f) = ho(ad — bc) donnent a = Aod

et b= —cho. Ainsi, f(e2) = cos(8)ez +sin(8)es et f(es) = = sin(8)ez 4 cos(8)es). On distingue
les deux cas suivants :
e Sidg = —1, alors f(e3) = sin(B)ez — cos(@)es. Dans ce cas, la matrice de f dans la base (u,e3,¢3)
: _ [ cos(6) sin(8) e 2 e (—1) est
est diag(Ag,A) avec A = ( sinf8) —cos(8) ) Il vient : Py = (X —1)(X +1)* et par suite (—1) es
une valeur propre double de f, ce qui est absurde.
e SiAg =1, alors f(e3) = —sin(B)ez + cos(8)es. Dans ce cas, on prend v = ez et w = e3.
e Puisque f # Idgs, on 2 8 €] —m,0[U]0, .
Si 8 €] —7,0[, 0oaa (—8) €]0,7], f(—ez) = cos(—8)(—ez) —sin(—0)(—e3) et
f(—e3) = sin(—8)(—ez) + cos(—0)(—es3). Dans ce cas, on prend (v,w) = (—e3,—ez) et on remplace
0 par (—6).
Ainsi, on peut supposer que 8 €]0,7|.
(c) Ona f(u) = Aou, f(v) = cos(8)v+sin(8)w et f(w) = —sin(8)v+cos(8)w donc
det(f) = det(y, ) (f (), F(v), fF(W)) = ho. Comme det(f) =1, alors Ao = 1.
) f(u) =u, f(v) = cos(8)v+sin(8)w et f(w) = —sin(0)v+ cos(8)w donc la matrice de f dans la base
(u,v,w) est Ry.

3. On suppose que 6 € [g,ﬂi] et on considére I’applucation ¥ : R? — R, x — ¥(x) = (f(x)/x).

(a) o W est la composée des deux applications continues (x,y) € R? x R} (x,y) e Retx € R —
(f(x),x) € R? x R? donc ¥ est continue sur R>.
o W(u) = (f(u),u) = [[ul* = 1 et ¥(v) = (£(v),v) = cos(8) [v]|* = cos(8).

(b) Soit S la sphére unité de R?. On admet que ¥(S) est un intervalle de R.
Ona¥(u)=1> 0, ¥(v) =cos(8) < 0 et ¥(S) est un intervalle de R donc 0 € ¥(S).
(c) 0€¥(S) doncil existe a € S tel que ¥(a) =0, c’est a dire f (a) La.
4. Onpose b = f(a) et soit c € R tel que (a, b, ) soit une base orthonormée de R3.
Puisque f € SO(R?), d’aprés I1)2), ona foo, o f 1 = foa, o f 1 =0 = Cp-
Puisque (a,b, c) est une base orthonormée de R, d’aprés I1)3), 640 f o0, o f 7} = 6,005 =C.




