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Probleme 1

Partiel:

Pour tout entier naturel 1, on pose u, = fol —In(t)t"dt et I = 01 1121( idt

1. On pose f(t ):tz(i Ona:

e f est continue sur ]0 1].
o f(t )N —In(t) et f02 In(t)dt converge.
o f(t ) et f1 1dt converge.

En utlllsant le critere d’équivalence, on en déduit I'existence de I.

2. Ona lirghg(t) =0, lirin g(t) = —1 et g est continue sur ]0,1]. Alors g se prolonge par conti-
t— =1~

nuité sur [0,1] par la fonction ¢ définie sur [0,1] par :
q(t), site€]0,1],
gt)=4 0, sit=0,

1 L
—73 sit=1.

\

Il existe alors M > 0 tel que Vx € [0,1],|(¢)] < M.

3.0Ona:
n 1 In(t)
I— = 1212 2t
Luxl = | | e
! 2n+1 d ! 2n+1d M
= t t)dt| < t t= .
[ Eiga < | ——
4. Une intégration par parties donne u, = (IS +1) On obtient ainsi :
! 1 M
I— = .
k_zo (2k+1)2| 2n+2




Concours Technologie Corrigé de I'épreuve de Mathématiques Page 2 sur 10

Par passage a la limite quand n — +co on obtient :

+oo 1 _
= 2n+1)7?*

Partie II :

1. On pose ¢(x,t) = ar(cii—ntg)f) ¢ est continue sur Rx]0,+oo[. On sait que Vt >0, et x € R,

lp(x,1)| < Hiﬂ et que f0+°° Hitzdt converge alors F est définie et continue sur R.

T_ +o0
F(1) = 0+°° *Wdt = [% arctan(t) — %arctanz(t)} = %2.
(14+2) 0
2. ¢ est de classe C! sur ]0,+00[x]0,+oo[ et
1
g—(P (x,t) = 5
x t1+2) (14 (3)7)

t
1+ 2) (2 +x2)

Soit 2 > 0. On a pour tout x > a,

0 t B
’ﬁ(x’t)‘ Sarm@Era T

1
Y est continue sur [0,+o0[, de plus ¥ () ~ 4o B D’ou1 F est de classe C! sur |0, +oo| et pour
tout x >0telquex#1,0ona:

0 1 t t
ErC A g ((1+t2) N (t2+x2))'

Donc
F' = / = (x,t)dt
@ = [T
1 /+°° R S
o 1-x2Jo (422 (1+4+#2)
3. Un calcul simple montre que F'(x) = % Comme F(0) =0 alors

Fay= [ In(t) 4

0o t2—1
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P - te )0 L
4. Ona I =F(1) = %-. Par suite ]EO an1? 8"
D’aut Yy Loy 1 Y 1 etd
au repar,ngop—ngom—kngo(zn)ze onc
+oo +oo 2
1 _4 1
PRI BN e
5. Ona:
£ 1 14+ X-X 1 1
Tx(x 1?2 o x(x+1)? X(XHD) (x+1)?
_ 1_ 1 _ 1
COX X+1 (x+1)%
6. Ona:
io 1 +2°°<1_ 11 )
i (n+1)>? o ntl o (1)
= (__ )_Z 2:2_1
n—1 n n+1 nzl(n+1) 6
Partie 111 :
1. Ona:
(X=n) = Y.P( -y
k=0 k=0 (n + 1)k+3
= 3 k
(n+1)" o (n+1)
B A
nn+1)>*

+o0
Comme ) P(X =mn)=1on en déduit que A = o

n=1 6

A
2. La série de terme général nP (X =n) = W est convergente, donc X admet une espé-
n+
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rance E (X) et

E(X) = ) nP(X=n)
n=1
400 A
- Z 2
n=1 (Tl + 1)
2 %2 _
6
A
3. La série de terme général n’P (X =n) = ( nl)z est divergente, donc X n’admet pas de
n+
variance.
4. Pour k € N,
+oo
P(Y=k) = ) P(X=nY=k)
n=1
o
= (TZ + 1)k—|—3
400 1
400 400 400
5.Ona: Y P(Y=k)= Y A(H(k+3)—1)=A Y (H(k) —1)=1. Alors :
k=0 k=0 k=3
+00 1 7.[2
Hk) —1)=—=2——.
L(HI—1)=3=2-7

+o0
On en déduit que ) (H(k) —1)=1.
k=2

6.0na ¥ (2)' =1+ ¥ (2)".
n=2 n=3

2 L, .
On pose u,(x) = (%)x = *In(i) < % pour x > 2. Donc la série ) 1, (x) converge normalement

donc uniformément sur [2,+co[. On en déduit alors que

—+o0 2 X +o0 2 X
i Z) =1+ 1l Z) =1
xLHEOOnZ: (n) +x%1r£ooz <n)

=2 n=>3
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7. D’apres la question précédente H(x) —1 ~ 27 % Par conséquent vy =P (Y =k) ~
xX—4o00 k—+o0
A2—(k+3)

Ak Ak?

8. Les séries de termes généraux kP (Y =k) = 23 et K’P(Y =k) = K3

donc Y admet une espérance et une variance.

sont convergentes,

Probleme 2

Partiel:
1. Soit A = (aij)1<ij<n € My,(R). On note fA = (b,])1<1]<n avec b;j = aj; pour tout (i,j). On

note fA.A = (Cif)1<ij<n' On a alors ¢;; = Z bixay; = Z ayiagj. Dot :
n n 5
Zcz =Y Y ()= Y (a)"
= i=1k=1 1<i,j<n
a b tA.A = I,
2. Soit A = € SO;(R) alors
c d det(A) =1,
a2 +b:=1,
et par suite { (24 42 =1,
ad — bc=1.
(
B €R/a=cospB, b=sinp,
Donc ¢ 39 € R/c =sin6, d = cosb, ainsi

cos(0+pB)=1 =3IkeZ/0+ B =2knm,

\
cos B = cos(2kmt — 0) = cosb,

sin = sin(2kr — 0) = —sinb,

cosfl —sinf

et par suite A est de la forme /0 € R}.
sinf  cosf
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3. Soient 0, et 6, deux réels. On a :

cosf; —sinby cosf, —sinb,
Rg,.Rp, =

sinf; cos6q sinf, cos6;

COS(91 + 02) — Sil’l(@l + 92)
- = R91+92'
sin(6; +6) cos(6y + 67)

Un raisonnement par récurrence montre que pour tout entier naturel k on a : (Rg)k = Ryp-

Partie II :
On considere I'application f : SL,(R) = R; A — Tr(*A.A).
1. Dans cette question n = 2.
(a) Ona (a— d)2 > 0 alors a2 + d? > 2ad. De la méme maniére on aura —2bc < b? + ¢2.
a b
Donc pour A = € SLy(R),on a:
c d
a* + b* + 4+ d* > 2(ad — be) = 2.

Cest a dire f(A) € [2,+00].

(b) Si f(A) =2 alors a? + b* + c* + d*> =2 =2(ad — bc) alors
(a—d)>+ (b+c)*=0.

Donc a =d et b = —c. Comme det A = 1 alors 4% + b?> = 1 donc il existe 0 € R telle que

cosf) —sinf
A= ; cest a dire A € SO(R).

sinf cos®
La condition suffisante est triviale.

(c) On a f(My) =2+ x?. On en déduit que Vy > 2,y = f(M \/ﬁ)
Par suite Imf = [2,4-o0].

2. Soit A € SL,(R) et X1, X, ..., Xy, les colonnes de A.
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(a) On utilise la question 1. de la partie I, on trouve :

flA= Y ()= L Ixl*

1<4,j<n 1<i<n

(b) En utilisant I'inégalité de Hadamard, on a :

1= [det(A)] < IXa] ... [|Xall,

n n
donc 1 < [T || X;||*. Par suite, 1 < ¢/ T [|Xi]|%
i=1 i=1
(c) Par l'inégalité arithmético-géométrique on obtient :

Y Xq |24 | X012 A
1< /HlHXl,Hzgl 1l - ([ Xl :f(n)_
=

Donc f(A) > n et par suite Imf C [n,+o0].

n n
(d) Sif(A)=nalors1< !/TT[|X;|*> < w =letparsuitedet(A) =1et {/T] [ X;[|>=
i=1 i=1

X0 [+ Xu |

n
C’est les cas des égalités dans les inégalités de Hadamard et I'inégalité arithmético-
géométrique, on en déduit que la famille {X;, ..., X, } est orthonormale.

(e) Si A€ f~1({n}) alors f(A) = n et par suite det(A) = 1 et la famille X1, Xy, ..., X, des
colonnes de A est orthonormale. Donc A € SO, (R).
Réciproquement si A € SO, (R) f(A) =Tr(*A.A) = n.

(f) D’apres la question II)2)b) on a Im(f) C [n,0o0[. Réciproquement en s’inspirant de la
question II)1)d) nous considérons la matrice
M, = I, + \/y — nEy, on obtient f(M,) =y, donc Imf = [n, 4-c0].

Partie III :
1. Soit A € S,(R).

(a) A est symétrique a coefficients réels donc d’apres le théoreme spectral il existe P €
O0n(R) et D = diag(A1,Az, --- ,A,) diagonale tel que A = P.D.'P.
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(b) Comme D = (diag( /A1, /A2, -+, V/An)® =: D3.

M = P.D;.'P répond a la question. Ceci montre aussi que I’application & est surjective.

2. Soit M et N € S,(RR) tels que i(M) = h(N) = A. Soit {A1,A3,...,A, } 'ensemble des valeurs
propres de M.

(a) Pour toutie {1,2,..,p} et X #0tel que X € E),(M) on a:
MX = A X = M3X = AX = A3X = X € E5(A).
Par suite on a : E), (M) C E;3(A).

p
(b) Le fait que M € S;(R) alors R" = © Ej (M).
i=1
D’autre part on a : Ej, (M) C E,3(A) et en utilisant le fait que sii#j, A?# A]:T‘ alors

P p
R'= & B\ (M) = & E,p(4).
1= 1

i=1

Par suite Z [dim(E), (A)) —dim(E,,(M))] = 0 et en utilisant la question III)2)a) on en

déduit que Vz c€{l,---,p} dim(E,5(A)) = dim(E,,(M)) et on conclut que Vi € {1,---,p}
EA?(A) = E) (M).

(c) D’apres la question précédente, on en déduit que I'ensemble des valeurs propres de
Aest {A3A3,.., 43},
Soit « une valeur propre de N alors &® est une valeur propre de N3 = A. Ainsi Ji €
{1,---,p} tel que ad = Af’ et par la suite &« = A; est une valeur propre de M.

(d) D’apres ce qui précede Vi € {1,---,p} E),(M) = E5,(N) alors M = N. On conclut que
Iapplication / est injective et par suite h est bijective.

1 1
3. Ilestclair que —1 et 8 sont les valeurs propres de A et E_1 = vect{ } et Eg = vect{ }.

-1 1

1 1
Soit P = vz V2
1 1
V2 V2

-1 0 13

M=P tp= |2 2| répond a la question.
0o 2 3 1
2 2
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Partie IV :
1. Soit A € AQ(IR)

0 —a
(a) A= .Sia>0,alors A= aRz.sinon A= —aR_z. Donc il existe A € R tel
a 0

que A = ARg ou bien A =AR_

.
2

(b) Soit 6 € R tel que gy(Rg) =Rz = (Rg)” = Rpp = Ry.
0= % répond a la question.

(c) S’il existe A € R, tel que A = AR%. On choisit M = WR%
Sl existe A € R, tel que A = AR_x. On choisit M = {/AR_~.

T
2 2p

A0
2. Soit S € S;(R). On sait qu'’il existe P € O(R). Soit D = tels que S=P.D.P 1.

0 A

(a) S'il existe M € M3(R) tel que M?? = D alors M.D = M.M?*F = M?**! = D.M.

a b
(b) SiA{#A et M= , alors
c d
a/\1 b)\z a/\1 b)\l
MD = =DM =
cAr dAy cAy dAy

Donc b = ¢ =0, par suite M est une matrice diagonale.

(c) On suppose que A; < 0 et qu’il existe M € M>(R) tel que M? = D.
On raisonne par 'absurde et on suppose que A # A, alors d’aprés la question pré-
a 0 a?’ 0
cédente, M = , donc M?¥ = , dou1 A; = a?? < 0. Absurde. On
0 d 0 d%

conclut que A1 = Ay
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2
3.0na <sz%> = —a?L,.SiA;=Ar et Ay <O0alors D= A1, = —A%], avec A = /—A1.

D= (1) ((Virg ') = (Ving)”

4. A€ Im(gp) siet seulement si ( {A,A2} C [0,400] ou bien Ay = A, <0.).

Fin de I'épreuve



