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Exercice

1. (a) Comme (x,),cN est a valeurs positives, alors pour tout t >0,ona 0<pue " <p,.

Or, Z pn converge, on en déduit la convergence de la série 2 pne .
n=0 n=0

(b) Soit t > 0. D’apres le théoreme de transfert, la variable aléatoire e*X est d’espérance
finie si et seulement si la série Z P(X = x,)e " converge, ce qui est le cas d’apres

n=0
400 400
1.(a) donc e "X est d’espérance finie et E(e™X) = )}  P(X =ux,)e " =) pye .
n=0 n=0

_|_

(e —+o00
2. Dapres 1.(a) Vt>0,0na 0< )_pue "™ <) p, =1, donc Py est a valeurs dans [0,1].

3.

n=0 n=0

D’autre part, en posant f,,(t) = p,e ', pour t >0 et n € N,on a:
-Vn €N, f, est continue sur [0, +oo];
-Vt20, |fu(t)] < pn, donc  sup |fu(t)] < pn et ) pn converge, on en déduit que ) _ f,

te[0,4o00[ n>0 n>0
converge normalement et par suite uniformément sur [0, +oo[;
On conclut, par le théoreme de continuité de la somme d’'une série de fonctions, que ®x
est continue sur [0, +oo].

(a) Soit k € IN*. On considére ¢ : x — x*e=**, x > 0, donc ¢ est positive.

¢'(x) = x*~1e=* (k — Ax), d’apres son tableau de variations, ¢ atteint son maximum

k k Kk
en -, donc pour tout x >0, on a 0 < xfe™** < qo(X) = Fe_k.

(b) Avec les notations du 2. on a:
-Vn €N, f, estde classe C* sur |0,+oo[, et pour tout k € IN*, f,sk) (t) = (—1)*ppaketn;

- Z fn converge simplement sur |0, 4oo[;
n=0

- Convergence uniforme de ) | f,sk) sur tout segment [«, | C]0, +oo[, pourk € N*:

n=0
D X 3() V't (k)t _ k ,—txy ¢ kk —k <« kk —kd
apres 3.(a €, Bl, |fn (t)] = puxne S Puige " S page, done
k
sup |f,§k)(t)| < My py, ou My = k—ke*k. Or, ) pn converge, on en déduit que Zfrgk)
te(w,pl a n>0 n>0

converge normalement et par suite uniformément sur [«, 8] ;
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400
On déduit alors que la somme ®x = Z fn est de classe C® sur |0, +oo[, avec pour tout
n=0

k € N* et pour tout ¢ > 0, <I>( () = Z puxk et = (—1)FE(XFe tX).

4. La variable aléatoire discrete aX + b est bien a valeurs réelles positives, et on a :
V20, ®P,x4p(t) =E (e_t(”XH’)) = E (e-"Xe~P") . Par linéarité de 'espérance,
D,x1p(t) = e VE (e7"X) = e Dy (at).

5. Vt>0, e X et e=!¥ sont des variables aléatoires discrétes indépendantes ( car X et Y
sont indépendantes ) et d’espérances finies, on en déduit E (e‘f(x+y)> = E (e Xe™) =

E(e7¥) E(e™"), dott @xy(t) = Px(t)Py(t), done Py = PxPy .

6. X est a valeurs dans IN*, avec P(X =n) = p(1 — p)"~!,Vn € N*. D’apreés le théoréme de
transfert, e X est d’espérance finie si et seulement si la série Z P(X =n)e ™ converge.
n>1
Or, P(X=n)e " =pe 't ((1-p) e_t)n_l, donc e X est d’espérance finie si et seulement si
[(1—p)e _t| <1 & te]ln(l-p), +oo[etpourtoutt>ln(1 —p),
—t

—tX fn —t n 1 pe
- Erox NG ST et

An
7. (a) X est a valeurs dans N, avec P(X =n) = e‘/\m. D’apres le théoreme de transfert,

e~ !X est d’espérance finie si et seulement si la série ) P(X =n)e " converge. Or,
n=0

A —t —t\n
P(X=n)e " =e" % et 1a série Z ¢ ) converge pour tout réel ¢, donc e X

n=0
—+o0
est d’espérance pour tout € R, avec E(e™X) = } " P(X =n)e ™
n=0

(b) - La somme de deux variables indépendantes suivant chacune une loi de Poisson de
parametres A et u, suit une loi de Poisson de parametre A + . Donc, puisque les
variables aléatoires Xj, ..., X;; sont mutuellement indépendantes, leur somme S, suit
une loi de Poisson de parameétre nA.

- Les inégalités sont immédiates pour t = 0.
Soit t >0, on a (S, <na) = (—tS, > —tna) = (e~ > e~"). Or, e~ *5" est d’espérance
finie, car S,, suit la loi de Poisson de parametre nA, donc par 'inégalité de Markov,

E ( e~ tSy )

e—tna

E(e51) = s, (1) = ™ '1), dou P(S,

<na
De méme pour t < 0, P(S,, > na) = P(e~*n >

P(S, <na) = P(e™t5n > e7t1) < , et d’apres 7.(a)
a) < et =1) ptna _ pn(A(e™"~1)+at)
e

tna) < et(Ale” fl)Jrat)-
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1. - La fonction nulle 0 € E, car f +—

Probleme 1

(Généralités

2= 0 est continue et intégrable sur [0, +oco|;

- Si f et ¢ sont dans [E, alors pour tout A € R, A f 4 g est continue sur [0, +o0[, et 'application
LA 0 ()

1+t2  T1+t2 1442
intégrables.

Ainsi, E est un sous-espace vectoriel de C ([0, +o0[,R), c’est donc un R-espace vectoriel..
D’autre part, si f € B, alors f est continue sur [0,+oo[, et il existe M > 0 tel que V¢ >

t t
0, |f(t)| <M, donc 1f_i(_ 22 % est intégrable
sur Ry, donc f € E.

est intégrable sur [0, +0co[, comme somme de fonctions

:intégrable sur R ;, par suite f —

<
1412

(a) Il suffit de considérer t, = g +2n7w >0, () = Vtn T) +o0, donc ¢ n’est pas bornée
n o0

sur [0, +o0|.
g(t) | vt _
(b) V>0, 7l = h(t),

h est continue sur R, et k() —— :intégrable sur [1,+oo[ car 3 > 1.

t—>r:—oo £3/2
On en déduit que & € L' (R..), donc g € E.
On conclut alors que B est strictement inclus dans [E.

t
Soit x > —1,onat— Lz) est bien définie et continue sur [0, +oo[, de plus
1+t +x

t t t
% e % qui est intégrable sur R;. On en déduit que t — % est
intégrable sur R.
Simple par linéarité de I'intégrale.
Propriétés de f
On pose F(x,t) = S pour (x,t) €] — 1,400 xR, de sorte que f(x) = /+OOF(x,t) dt.

1+124x° ’ 0

Ona:

-Vx > —1, t — F(x,t) est intégrable sur R ;
-Vt >0, x — F(x,t) est de classe C* sur | — 1,4o0[, et pour tout p € N*,

oF 0
awr ) = (U P g s

T par une récurrence simple;

oPF
-Vx> -1, VpeN* t— W(x,t) est continue par morceaux sur R ;
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- Hypothése de domination locale : pour tout p € IN*, pour tout [a,b] C] —1,+c0[, on a

oFE pHf(E)]
20, |55 (51| < = ;
Yxelab], Y20, |55 (x ) 024 Pp(t)
. - t L
¢p est continue sur R, et vérifie ¢, (t) o0 ( %) , donc ¢, est intégrable sur R .

D’oul f est de classe C% sur | — 1, +oo[ et pour tout p e IN*, pour tout x > —1,
= (p) _/ «dPF _ /
(AP =[5 o dt= (-1 p

2. (a) lir_|I_1 X, = +o00, donc il existe ny € IN tel que : Vn > ng, x,, > 1, donc f(xn) est bien définie
n——+oo

f(t)

1+2+x,

(1+ t2 + x)if'+1

pour n > ng. On pose alors h,(t) = Vt>0 et on applique le théoreme de

convergence dominée :
- Vn > ng, h, est continue par morceaux sur R ;
- (hy), converge simplement sur R vers la fonction nulle qui est continue par mor-

ceaux sur R ;

-Vnzng, VE20, |h,(t)] < |1f_|(_ 22| ¢(t), et ¢ est continue par morceaux et intégrable

sur Ry ;
Donc, par le théoréme de convergence dominée,

~ —+oo —+o00
lim flxn)= lim [ ha(f)dt = / lim Ji(£)dt = 0.
0

n——+oo n—-+o0 JQ n——+00

(b) caractérisation séquentielle de la limite.

p(t)
1+t
[

est intégrable sur |0, +o0

3. L’application i est continue sur [0,+oo[. De plus, V>0,
P(t)
142

: ooy [T - A+ 2)p() .
D’autre part,xlp(x)—/o T+ 21 dt_/o p(t)dt — g(x) (%)

ot g:t+— (1+2)y(t). Or, ¢ €, car g est continue sur R et ¢ est intégrable sur R .

5| <|¥(t)| et ¥ est intégrable

sur [0,+oco[, on en déduit que ¢ — [, et par suite ¢ € E.

N +c0
N oy : , « . B
D’apres 2.(b) xl_lgloog(x) =0, ce qui entraine par (*) que x1_1>rJrr1°ox1,b(x) = /0 P(t)dt,

par suite ¥(x) ~ 1/OJrootp(if)dt‘.

X—+o00 X

f )1 f(H) (= (=P

. | x|
4. S _1/1 ) 1 < 1’d '
(a) Si x €] [, alors x| < o T 1421t 1+2 = (1+2)P

1+1¢2

1+t2

(b) Soit x €] —1,1].

- e Ty [T (DR () AP
D’apres ce qui précede : f(x) = /0 p;omdt
()P f(t)xP

(1 + tZ)p—i—l ’
-Vp €N, u, est intégrable sur [0,+oo], car (1+ #2)P™1 > 1+ > > 0 pour tout ¢ >0 donc

On pose u(t) = et on applique le théoréme d’intégration terme a terme :

PAQ I :
lup(t)] < Tk intégrable sur [0,+oo[;
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f(t)
1424«

- Z u, converge simplement sur [0,+oo[ et sa somme est t— : continue
p=0

par morceaux sur [0,+0co[;

-pourtoust>0et E]N,/ u,(t)|dt < xp/ —— L t< xp/ dt =
pour tous etp 0 | p( )| | | 0 (1 tz)p_H | | 0 (1 tz)

=C

c|x|? et }  |x|? converge pour x €] — 1,1[. Par suite, Z/ |up(t)|dt converge ;
p>0 p>0

N o0 +00 +00 1t oo
ce qui permet de conclure que f(x) = /o Z up(t)dt = Z / =Y (—1)PI,x¥
p=0

(c) Non, car il existe des fonctions de classe C* sur | — 1,+o0], qui ne sont pas dévelop-

est développable en série

1
pables en série entiére sur | — 1,1, par exemple ¢ — T

entiere seulement sur | — 3, 1.

OU caril existe des fonctions de classe C* sur] —1,+00[, qui ne sont pas développables
en série entiere par exemple f — exp(—; 1y, sit#0.

Probléme 2

I Existence de matrice de G de norme minimale

n
1. La composante située a la i-éme ligne et i-éme colonne de ‘A A est ¢;; = 2‘1]21'-

Ainsi, en échangeant la notation des indices

n

non
|A||2 Zczz—zza]zz 22”12,]
j=1i=1

i=1j=1

2. (a) L’application det est polynomiale en les composantes de la matrice donc elle est conti-
nue.

(b) D’apres (a) 'application det est continue sur M, (R), et G={A € M,,(R)/det(A) =
1}, donc G est un fermé de M, (R).

3. (a) Pour tout p € N* on a det(A,) =1 dou A, € G. De plus || A,|| = \/p2 + % +n—2.

(b) On a ||A,|| ——— oo donc G n’est pas borné.
p—+o0

4. (a) Comme M € G donc det(M) =1 et par suite M # 0,. Ainsi r = || M|| #0.

(b) L’application || - || est 1-lipschitzienne donc continue, ou bien c’est une composée de
fonctions continues d’apres question 1.
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(c) Comme K C Bf(0y,,7) qui est bornée alors K est borné.

D’autre part, K étant une intersection de deux fermés donc c’est un fermé de M, (R).
En effet, si (X;,),>0 est une suite d’éléments de K qui converge vers L, alors :

- X, € Get G est fermé donc L € G

-X, € Bf(On,r) et Bf(On,r) est fermée donc L € Bf(On,r)
Ainsi, L € K, par suite K est un fermé.

Finalement, K est un fermé borné de M, (RR).

(d) Pour tout Ac G\ Kona ||A|| >retsi AcKona ||A| <r. Ainsi AHEHAH :fi‘niﬂAH.
€ €

Comme l'application A — ||A|| est continue sur le fermé borné K alors elle atteint sa
borne inférieure dans K.

Cas particulier ou n =2

. Le résultat s’obtient en calculant x 4 (X) = det(XI, — A).

1A = v2.

(a) Comme Tr(*fAA) = ||A||> =r? et det(!AA) = det(A)? =1, alors d’apres 1.
Xiaa(X)=X2 -1 X +1.

(b) La matrice !/A A est symétrique réelle donc elle est diagonalisable d’apres le théoréeme
spectral. Ainsi x4 4 est scindé sur R, donc son discriminant A = r* — 4 > 0.

D’aprés 2. une matrice A € SO,(RR) est une matrice dans G et de norme /2 donc A € K V3
et par suite SO»(R) CK 5.

Réciproquement, si A € K s alors d’apres 3. xiga(X) = X* —2X +1 = (X — 1)%. D'ou
Sp(*fAA) = {1} et comme ‘A A est diagonalisable alors ‘AA = I,. Ainsi A € SO,(R).

Cas général

(a) Théoreme spectral.

(b) On a ||AV}||*> = (AV,, AV;) = 'V.!AAV; = A;||V;||> = A; > 0 car A est inversible et donc
AV, #0.

(a) AU, = %tAAVi =o; V..

(b) On a A'AU; = o2U; = AU,

(c) On a (U;, U;) = %U]tVl 'AAV; = %tVl Vi= %(51-,]' = 4;;. Comme de plus la famille est de
cardinal n alors c’est une base orthonormée de M, 1 (R).
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3.

(a) Les colonnes de U (respectivement de V) forment une base orthonormée de M, ;(R)
donc ces deux matrices sont orthogonales.

(b) Par un calcul matriciel, la composante située sur la i-eéme ligne et j-eme colonne de -

est Zi,j = tui AV] = O'jtul- LI] = 0']51,]

n
(c) On a ||Al]? = |[UZ'V||? = Tr(VE?'V) = Tr(X2) = Y 02 De plus
i=1
n

det(A) = det(UZ!'V) = det(X) = [ 0; (sachant que det(A) =1 > 0).
i=1

(d) Une matrice A = UX'V € G de norme minimale est une matrice telle que
det(A) =0y---0, =1et ||A||> =0f + - -- + 07 soit minimale. D’apres le résultat admis

onadanscecasc; =--- =0, =1dou A= U'V est une matrice orthogonale : {AA = I,
et par suite A € SO, (R), et la valeur minimale de |A|| = /7.
Réciproquement, si A € SO, (R) alors det(A) =1donc A € Get ||A]| = /Tr(1AA) =

VTr(L,) = /n.




