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Le sujet comporte deux probléemes indépendants. Le candidat peut traiter les questions dans I'ordre de son choix. La clarté et la

récision de la rédaction seront prises dans l’appréciation de la copie.
de la rédact t d I’ tion de 1

L'usage de la calculatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez besoin de plus d’espace

pour une réponse, vous pouvez utiliser 1'espace supplémentaire disponible a la fin des feuilles de réponses en précisant le

numéro de la question et en indiquant dans 'espace réponse que la réponse se poursuit sur I'espace supplémentaire.

Probléme 1

Partie I. Calcul dea somme d’une série
1 +o0 1 7T2
Q.1> On admet que la somme de la série convergente Z —sestégalea S = 2 — = —.
n=1 n? n=1t
+o© 1

7;) @n+1)2

Calculer, apres avoir justifier son existence, la somme S;'=

2n
Q2> »  Déterminer le domaine de convergence D de la série entiere 2 Pl
n=0
» OnposeVxeD, L(x Z
+O<> nf
(On rappelle que In(1+x) = Z "o xl < 1)

Un(1 —#?)

2 dt. Justifier I’existence de I.

Q3 » SoitI:/
0

¥ In(1 — ¢ 1-— 1
Montrer que pour 0 < x < 1, / ni)dt:— xxln(l—x)—%ln(l—kx).
» Déduire la valeur de I.
+o00 1
41 »  En utilisant le théore d’intégration t at , t I=— .
Q n utilisant le théoréme d’intégration terme a terme, montrer que ;) CESICES)
+oo 1
En dédui Sy = =2In(2).
> n déduire que Sy ,§0(2n+1)(n+1) n(2)

+o0 1
Q.51> Posons S3 = )

1
- En vérifiant que 25; — So = —S3, calculer la somme Ss.
n=1 7’1(1’1 2 2 4



Partie II. Etude locale de la fonction F

In(#) In(1 —¢t)

Pour tout ¢ € ]0,1], on pose h(t) = ;

. On définit pour tout x € |—oo, 1] la fonction F par :
1
F(x) = / ¥ h(t) dt.
0

Q.6 > Soienta, p € Ret0 < a < 1. Montrer que si « < 1, alors la fonction ¢ —
10, a].

——— est intégrable sur
te|Int|p &

Q.7 > Etablir que la fonction F est bien définie sur | = ]—oo,1|.

Q.8 > Montrer que la fonction F est continue sur J.

Q.9> »  Prouver que la fonction t — th(t) est bornée sur |0, 1.
» Endéduire que xl_i}rzloo F(x)=0.

rl
Q.10 > Calculer, apres avoir justifier son existence, l'intégrale / 7% In(f) dt, x < 1.
0

In(1—1¢)

Q.11 »  Enadmettant que Vit € 0,1, ;

‘ > 1, vérifier que

il |In(1—t)] 1
X
b § ket Sl B P S .
F(x) /0 ¥ Int| ; dt > A—xp

» Endéduire lim F(x).

x—1—

Q.12 > Montrer que la fonction F est de classe C* sur ] puis donner, pour tout entier k > 1, I’expression de
F%®) sous forme intégrale.

Q.13> »  Pour tout réel t > 0, développer en série entiere la fonction v +— ¢+ *.
» Calculer le rayon de convergence de cette série.

»  Vérifier alors que

F(x) = /01 lim S,(f)dt, ou S,(t) = kiofk(t) XK, et fi(t) = <_}:!1t>kh(t), 0<k<n.

n——+oo

Q.14 > En utilisant le théoréme de la convergence dominée, montrer qu’au voisinage de 0, on a

—+00

1
F(x) = k;)ck xk, avec ¢ = ]3'/0 (—Int)*n(t) dt.

Q15> »  Quel est le rayon de convergence R de la série entiére Z cexk?
k>0

» En utilisant le fait que ¢y ~ o k, déterminer la nature de cette série quand |x| = R.
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Partie III. Développement en série de la fonction F

In(1—t)

Q.16 > Développer en série entiére la fonction ¢ > . Préciser le rayon de convergence de cette série.

1
Q.17 > Pour tout n € N et x € J, calculer u,(x) = / 7% In(t) dt.
Jo

+o0 1
18> Mont 1 i t Vxe], F = —.
Q ontrer alors soigneusement que Vx € J, F(x) ,; Py
Probléme 2

Notations :

e IN désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

e On rappelle que R[X] désigne le R espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels.
Pour tout entier 1, on désigne par :

e R, [X] le sous espace de R[X] formé par les polyndmes de degré inférieur ou égal a n.
e M, (R) le R espace vectorieldes matrices carrées d’ordre n a coefficients réels.

¢ On rappelle qu'un polynome estdit unitaire si son coefficient du terme de plus haut degré vaut 1.

Objectif : On se propose, dans ce probleme, d’étudier quelques propriétés et applications des

polynomes de Lagrange.

Dans tout ce probleme, 1 désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2 et {ay,...,a,} désigne une

famille de n réels distincts.

Partie I. Ftude d’un produit scalaire particulier
Q.19 > Pour tout couple de polyndmes (P, Q) € (R[X])?, on pose
(P, Q)= Y. P(a)Qlac)
Montrer que (-, -), est un produit scalaire sur R,,_1[X].

Q.20 > Pour j € [1,n], le j-eme polyndme de Lagrange associé aux réels {ay, ..., a,} est donné par :

L X—Elk
L:(X) = .
(%) gﬂj—ﬂk
k#j

»  Vérifier que, pour tout j € [1,n], deg(L;) =n — 1.

» Justifier que, pour tout (i,7) € [1,n]* ona: L;(a;) = 6;j, o1 §;; désigne le symbole de Kronecker
1 sii=j,
0 sii#j.

» Prouver que B = (Ly,...,L,) est une base orthonormée de (R,—1[X], (-, )x)-

donné par : §;; =

n n
»  Montrer que, pour tout P € R,_1[X],ona: P = 2 P(a;)L;. En déduire que Z Li=1.
i=1 i=1
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Q.21 > Dans cette question, R,,_1[X] est muni du produit scalaire (-, -), et de la norme associée || - ||,

définie pour tout P € R[X] par ||P||,, = y/ (P, P)». On pose
Fy = {P € R,_1[X] tel que P(a;) = 0}.
» Montrer que F; est un hyperplan de R,_1[X].

1
Prouver que F; & D; = R,,_1[X], out D; est la droite vectorielle engendrée par le polyndéme L;.

On désigne par Pr, la projection orthogonale de IR, [X] sur F; et par Pp, la projection orthogonale
de R,,_1[X] sur D;. Soit P € R,,_1[X], exprimer Pr, (P) et Pp, (P) dans la base B.

» On suppose que a; # 0. Montrer que la distance du polynéme X" ! au sous-espace F; est
donnée par: (X", F) = |ay|" 1.

Q.22 > Inverse de la matrice de Vandermonde

Par la suite, V;, désigne la matrice de Vandermonde, associée aux réels {ay, . ..,a,}, donnée par:
n—1
( 1 a --- a \
n—1
17 1 az T az — AL
Vn = X . . X < Vly
n—1
kl L )

On note B¢ = (Ey, ..., E,) labasé canonique de R, 1[X] avec E; = X' 1, Vi € [1,n].
Pour toute famille de polynémes.S = (P, ..., P,) de R,_1[X], on définit la matrice :

Pi(ag), Pa(ar) -+ Pu(m)
A(S) = (Pi(ai))1<ijen = Pl(:@) Pz(:@) Pn(:aZ) € M,(R).
Pl(‘ln) PZ(an> Pn(an>

» Déterminer la matrice A(Ey, ..., E,) puis la matrice A(Ly,...,Ly).

1

n n i
On suppose que, pour tout j € [1,n], P = Y_byE; = Y b; X!, avecb;; € R, Vi,j € [1,n].
i=1 =1

On note B(S) la matrice telle que ses colonnes sont les vecteurs coordonnées des polyndmes
Py,...,P,danslabase Be = (Ey,...,Ey):

by by - biy
B(S) = (bij)1<ij<n = P b b € My(R)
bu1 buo bn
by Pj(ay)
»  Vérifier que, pour tout j € [1,n], V, bzzj = g (.az)
by P;(ay)

»  Montrer alors, que le produit des matrices V,, et B(S) est égale a A(S), c.-a-d. V;, B(S) = A(S).
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» Endéduire que V, est inversible et déterminer V,, .

Partie II. Polyndomes d’interpolation

Etant donné un ensemble de 7 réels {c1,...,cn}, on cherche un polyndéme P € R[X] tel que :
P(a;) =c¢;, Vie[1,n].

Un tel polyndome s’appelle polyndme d’interpolation aux points (a;, ¢;)1<i<n-

Q.23 > Montrer qu'il existe un unique polynéme d’interpolation T € R,_1[X] aux points (a;, ¢;)1<i<n-

(On pourra utiliser la question Q.22.)
n

Déduire que T = Z ciL;.
i=1

n
Q.24 > On note, par la suite, N(X) := [ [(X — 4;). Soit P € R[X].
i=1
»  Montrer qu'il existe un polynéome Q € R[X] tel que

» Déduire que P est un polyndéme d’interpolation aux points (a;, ¢;)1<i<y, Si et seulement si
P—T'= NQs ouQ € R[X].

Q.25 > Application :
n n
» Montrer que X" = [ [(X —a;) + E”?Li(x)-
i=1 i=1

n n

»  Vérifier que ) al'L;i(0) = (—1)" 1 [ ]a
i=1 i=1

n!

n . . )
» Endéduire que ) (—1)'i"C;, = (—1)"n!. On rappelle que, pour 0 < i < n, C;, = =1

i=1

Partie III. Polynémes orthogonaux et quadrature de Gauss

Q.26 > On considere 'application f de R,[X] définie par :
fP)(X) = ((X*=1)P'(X))', VP €R,[X].

Vérifier que f est un endomorphisme de R, [X].
Ecrire la matrice de f dans la base canonique B¢ = (Ey,...,Epi1) = (1,X,...,X") de R,[X].
Déterminer le spectre de f dans R. Déduire que f est diagonalisable dans R, [X].

Q.27 > Par la suite, on pose : Ay = k(k+1), Vk € [0, n].
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»  Montrer qu'il existe une unique base By = (Ho, ..., H,) de R,[X] formée par des polynomes
unitaires vérifiant f(Hy) = AyHy, Yk € [0, n].
» Justifier que deg(Hy) = k, Vk € [0, n].

Q.28 > Pour tout (P, Q) € (R[X])?, on note :
(#10) = [ PO .

»  Vérifier que (-|-) est un produit scalaire sur R[X]. On note ||P|| = \/m, VP € R[X].
»  Montrer que f est un endomorphisme symétrique de (R, [X], (-|-)).

»  Déduire que By est une base orthogonale de (R, [X], (-]-)).
» Prouver que, pour tout P € R,,_1[X], (P|H,) = 0.

On se propose de montrer que le polynéme H,, admet n racines distinctes dans | — 1,1].
Q.29 > Soitk € [1,n].
1
»  Montrer que / Hy(t)dt = 0.
-1

»  Montrer, par 'absurde, que Hy admet au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1].

Q.30 > On désigne par x1,...,%u, (i > 1) les racines distinctes d’ordre impair de H, dans | —1,1] et
m

onnote Ny, := [ [(X — x;).
i=1
»  Vérifier que m < n.

»  Montrer que sim < n alors (Ny,|Hy,) = 0.

» Endéduire que H, admet 7 racines siniples dans | — 1, 1.

Dans la suite, on note {xy,...,x,} les racines distinctes de H, et

I X—xk .
LX — 7 € 1/”/
i(X) gx]-—xk ] € [1n]

k#j

le j-eme polyndme de Lagrange associé a {x1,...,x,}.

Q.31 > Soitj € [1,n]. On pose a; = /11 L;(t)dt.
» Montrer que X — x; divise L; — 1.
» Prouver que /11 Li(t)dt = /11 L]Z(t) dt.
»  Déduire que a; > 0.

»  Montrer que, pour tout P € R,,_1[X],ona: / P(t)dt =) a;P(x;)).
-1

Q.32 > Soit P € lRZn—l[X]-

n
>  Montrer qu'il existe un polynéme Q € R,,_1[X] tel que P = H,Q+ )_ P(x;)L;.
j=1

» Endéduire que/ P(t)dt =) wa;P(x;)).
-1

* Fin de I’épreuve
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Probléme 1

Partie I. Calgtihde 1a somme d’une série

~

1 by | T
Q.11 (4 cases) On admet que la somme de [a"sétie convergente Z ) estégalea S = 2 2=

N e n>1
\ w1
Calculer, aprés avoir justifier son existence, la sommé Sp= Z o
p:/ 1n=0 (271 + 1)
(3x1/3) N
@ On pose 1, = ——l—— >0, Vn.On a u m/ /i Jet la série L — est convergente ce qui
PO = T 7 Y T On At A g S e

implique la convergence de la série 2 D’autre patt, comme les ensembles des entiers

e,
i 2n -1
{n > 2 pair } et {n > 1 impair } forment une partition de IN*, alors on obtient par convergence des

SEES! 1 &g i g ey €= g 1, & 1
© S_Zln2 Z%(Z;z)z_F,;(Zn—t\l)z:Z’f;n—z+7§)mzzs+,;m'
1 3. ()
@ Dioti 1= ,;)m ZS Y
Q.2 (5 cases)
B  Déterminer le domaine de convergence D de la série entiére go nxf T
n
2x1/4) 2
@ Fosons ¥ty apla) = zfzxj—nl' a:zj l - :‘;” 1n Z—; 2 { =x 'ZZ i;. e 2l

D’apres la réegle de d’ Alembert pour les ser1es numériques, on conclut queR = 1.

@ Six = +1, la série }: est divergente.
n=0" T
Le domaine de convergence de la série est donc{ D =1, 1)

—




2n

+
OnposeVx € D, L(x Z > T Exprimer L a I'aide de fonctions usuelles.

n—+
N
(On rappelle que In(1+x) = Z e < 1)
n=1
2x1/4)
OnaV ~1.1 In(1 - —
() Onavxe]-1,1], ) = ,,;n
+oo  .2n 1 T 42(n+1) 1 T 421 1 5
D = P — s e - D ;
one L) = Z:: =2 ’;) T2 );1 ” 2 In(1—x*), Vx € D\ {0}
O Lo =4
Q.3 > (8 cases)
1 .8
» Soitl = / 1—n—(—1—tz—t—)— dt. Justifier I'existence de I.
0
Bx1/7)
In(1 — %)
(-) Posons g(t) = — t €]0,1[. On a g est continue sur |0, 1[.
= (Inf1 — #2) —t2
@ Au voisinage de 0 : NP 53— 07 ™0 —1 = g est prolongeable par continuité en
0 = ¢ estintégrable’at V(0).
_ 12
() Auvoisinagede1: ]ﬂ(lt—zt) A In(1 — ?) avec
In(1+¢
In(1-#) =In(1-t)(1+1)"=Infl —t) +In(1+1t) = In(1 —#)(1+ %J_—r—t—i) ~1
1 il
In(1—t),etpour x =1 —+t —;; 0, on y/#FM(x) =450 0= In(x) = Oo(ﬁ) etx — v
est intégrable au V(0) = g estintégrable atr V(l)/
x e h "
»  Montrer que pour 0 < x < 1,/ g(ltTt—)dt: N y xln(l—x)- Ajc_lln(l—i—x).
. 2 g
(B3x1/7)
() Enutilisant les fonctions
—2t
u(t) = In(1 - 1) u(t) = —
- -
/ L 1
V() =5 o(t) = —

dans la formule de 'intégration par parties on obtient :

O [0 e [-ROZE) A

In(1 - x?) x dt
X _2/0 A-H{1+0)

_1n((1—x)(1+x)) _/O*‘( 1 —1—)dt

1%

- - T+t T1¢

5 R Y I
. In(l-x) In(l1+x)
= B Y (145 + (1= )
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= ——ln(l—x)(% -1) -1n(1+x)(1+§)

Il

_xln(l —x) = £;—lln(lex).

In(1—#2 £2
*) “—(—t—‘—) i t =450 0.

Déduire la valeur de I.

1x1/7)

@ Par convergence de l'intégrale, on conclut que

Q.4 1> (8 cases)

b

# — 2 1-x 1
I =lim Mdt:lim— ;\ln(lwx)—x+ In(1+x) = —=21In(2).
x—1J0 t x—1 x X Sy p®
+00 il
En utilisant le théoremé d’'intégration terme a terme, montrer que I = — UZZO (ZESCESH)
(6x1/7)

(©) Onad’apres la question Q<2

1ln 1+ tZII t211
E/ In(1 =) 4y = /ZHH /an Jdton fult) = —, teloll.

@ Vn € N, f, est continue par morceaux, positife'et itégrable sur |0, 1[.

@ Z fn converge simplement vers g : KTZ quisest continue par morceaux sur
n=0
10,1]:

() Nature de 2/ [fu(B)]dt

n>0

1 t2n 1 tZH—Fl 1 1
O = == i .
na/o fu®)] df /0 RET n—f—l[Zn—l—l}o 2n+1)(n+1)

1
@ De plus (CESCES)) ~ oo =5 211 et Z est convergente, ce qui implique la conver-

n>1

gence de

Z/ falt) .

n=0

() Le théoreme d'intégration terme a terme est donc applicable et on conclut que

1 4o 400 ﬂn 400 1
/ Zf”(t) Z/ n+1 ‘:)(2n+1)(71+1)'

n=0
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“+o0
o 1
En dedLure que 52 = z mﬁ

n=0

=2In(2).

1Ax1/7
() D’apres Q.3,1 = —21In(2), on en déduit donc que

+oo 1

=y

n=0

2n+1)(n+1)

—I=2In(2).

+c0
Q.5 > (3 cases) Posons S3 = Z “( 1o - En vérifiant que 25; — §; = 253, calculer la somme S3.
n=1M"—5)°
(2x1/2)
= P = 1 W2n+1)-(2n+1)
251 =5, = - -
Oash—5 ,;)(2n+1)2 ,12:;3(271+1)(n+1) ”;O m+1)(2n+1)?2
+c0 1 +00 1 +o0 q
— \" = N _
= (n+1)(2n+1)2 :14:171(2(77—1)—#1)2 n;l n(2n —1)2
+ o i 1 +o0 1 1
= 5 5 e Z —T = ZS3
nSead(20n — 1)) amin(n—3)2 4

O =

(O DouS3 =4(2 % —2In(2)) :Q— 8]11(2>

Partie II. Etudeflocale.de la fonction F

In(t)In(1 —¢#)

Pour tout t € |0,1], on pose h(t) = ;

F(x) = /01 () dt.

Q.6 > (4 cases) Soient a, § € Ret0 < a < 1. Montrer que si & < 1, alors la fonction t —

intégrable sur ]0, a].

- On défigit pour tout x € |—co, 1] la fonction F par :

L es
t2] Int|p

(3 x1/3)
@ La fonction t — m
r=d

—
1
S t ’,1 1 t')’ =
() Soi Wi]a [} alors ATt = [P

est continue et positive sur |0, a].

—¢—0 O car v > a. Donc

£

“TInff

1

%(Eﬂ.

est intégrable sur |0, a].

1 e —
() Deplust s 7y estintégrable au V(0) car y <1 = t+ t¢|In [P
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Q.7 (4 cases) Etablir que la fonction F est bien définie sur | = ]=00,1].
(3x1/3)
O La fonction t — +—%

In(t) In(1 - £)

est continue et positive sur |0, 1[.

_yIn(t)In(1 —1¢) _In(t)(—t) 1
@), Fre A x ~ .
() 4m ¥(0), : T T Y Fmp
Comme x < 1, alors d’apres la question Q.6 on conclut que t — W est intégrable au

V(0).

(O AuV(1),0ona
In(t)In(1 —¢)
t

pmx

~1In(t)In(1—#) ~y In(1+ £ = 1)In(1 =) ~q (F=1)In(1 = £) =1 0,

In(t)In(1—1#)
t
On conclut alors que F est bien définie sur ] = ]—co, 1.

=St est prolongeable par continuité en 1 = elle est intégrable au V(1).

Q.8 > (7 cases) Montrer que la fonction F est continue sur ]

(6 x1/6)
Posons f(t,x) = t—x_h}_@m(l;t)

, (£,x) €]0,1] x ]—c0,1[.

t
@ V<1, t— t”xl—n—(t)—h;(l—_t—) esf,continue par morceaux sur |0, 1[. fo
O vtelo 1], x— t"xw est continue sur | —oo, 1. )
() Soit [a,b] C ]—o0,1[, alors ¥ (¢, x) €10,1# [a,b] on a T e
_eIn(t)In(1 —¢ e In(OMRI — 1) £, In(#)In(1 —¢
]f(f,l’)‘:!f x___i) t( >‘:[€ xIn(t) () )t< )‘g‘?\t b <) t( )=§0(1‘),'
avec ¢ continue, positive et intégrable sur |0, 1[ Ef effet N _—
_pIn(t) In(1 —¢) _pIn(t)(—1) 1
b b
@ AuV(O),t ; ot n 0 i’b’h‘l(f)l‘l-

Comme [4,b] C ]~co,1[alors b < 1, alors d’apres la quéstion Q.6, on conclut que
oy est intégrable au V(0).

| In(t)]
O AuV(1),ona t-bwﬂ ~ In(E) In(1 = £) ~q (£ = 1) In(1 = £) =1 0,

=t @(t) est prolongeable par continuité en 1 = ¢ elle est intégrable au V(1).

() D'apres le théoréme de continuité sous signe intégrale, on conclut que F est continue sur J.

Q.9 > (7 cases)

>  Prouver que la fonction t — t h(t) est bornée sur )0, 1.

(3x1/6)
() Onatws th(t) = In(t) In(1 — t) est continue sur ]0, 1].

© AuV(0), In(t) In(1 — £) ~o In(t)(—t) —1590.
() AuV(1),onaln(t)In(1 — t)=In(1+t-1)In(1—#) ~; (t—1)In(1 — #) = 0.

Donc t — th(t) est prolongeable par continuité en 0 et en 1, ce qui implique donc qu’elle est

bornée sur |0, 1].

Page 5 sur 24

(/1
/- 7
Moe.
T EXEN



»  Endéduire que lim F(x)=0.
x——00

B x1/6)
() Lafonction t — ¢ h(t) est bornée sur ]0,1], donc il existe M > 0 telle que
Vtel0,1[, |th(t)] < M. Ainsi

O [F@)| = ’/01 f”“h(f)dtj = |/Olt”x—1th(t)dt( </01 t--**lpth(i)mth/; r=1gy

o ~—

7 X
—M\ ) .
O D’oﬂGF(x)] < T)—>;——>—oo 0, et par conséquent l’lﬁuzxml-“(x) = {;

1
Q.10 > (5 cases) Calculer, apres avoir justifier son existence, l'intégrale / 7 In(t) dt, x < 1.
0 .

@ x 1/4)
() Onat st In(t) est continue sur 10,1].

() De plus au V(0), = IA(H

= W est intégrable car x < 1.

() Enutilisant les fonctions
o 1
N u(t) Anl] vl =1
\\Q) J = —x+1
—x+1

dans la formule de 1'IPP, on obtient

-1 1y i Y t—x—‘rl 1 1 -1 x4
@/Ot (t) t_[ (t)—x+1}o-1~x/ot t

—1 [ =171t (Y1
T 1-x [—xtho_ {1 —x)2

Q.11 > (3 cases)
In(1—1)

»  Enadmettant que V¢ € ]0,1], -

‘ 2 1, vérifier que

1
(1—x)%

F(x) = /O'1 | In ¢ | ln(lt_ Ol 4y b

(1x1/2)
@ D’apres l'indication et la question Q.10, on obtient directement que

F(x) = /01 i) B g '/01 e L= E gy

e
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» Endéduire lim F(x).

x—1-

(I1x1/2)
@ OnaF (Tzl““j— —ys1- +oo = lim F(x) = +o00.

x—1-

Q.12 > (8 cases) Montrer que la fonction F est de classe C* sur | puis donner, pour tout entier k > 1, I'ex-

pression de F¥) sous forme intégrale.

(7 x1/7)

In(#) In(1—1t)

O V<l tt™? est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1[.

(O Ytelo 1], x— e_xm(t)-hjﬁ)lnt(l—_t) est de classe C® sur ] — o0, 1], eton a
An(t)In(1 — 1)

VkeN ﬁ(t x) = (=In(t))* ¢+~
T oxkt t

O V<1t (—In(t)F 75—

est continue par morceaux sur |0, 1[.

(©) Soit [a,b] C] — 00,1, albrs (¢, x) €]0,1[x[a,b] ona

k _ k+1 -
g '{(t x) = ’(_ln(t))kt—xln(t) h‘;(l t) < f_b l hl(f)| lt]-n(l t)' - w(t)r
avec ¢ continue, positive et intégrable surJ0, 1[. En effet
_ oI (11 — 1) !
) AuV(0), p(t) =t : A=
Comme [a,b] C] — co,1[ alors b < 1, alors @aptes Q.6 on conclut que ¢ est intégrable au

V(0).

G AuV(), p(t) = ; ]
= () ~1 (=1 In(1+t = 1) In(1 = t) ~p (=) ) In(1 — 1) =41 0,
= t = (t) est prolongeable par continuité en 1 = ¢ elle est intégrable au V(1).

o IO In(1 - )] _ S EDH In(O) (= In(1 - 1))

() D'aprés le théoreme de dérivation sous signe intégrale, on conclut que F est de classe C* sur

] —o0,1[,etona

VkeN,Vx <1, F¥(x) =

Q.13 > (5 cases)
»  Pour tout réel t > 0, développer en série entiére la fonction u — +7%.
(1 x 1/4)

+o n +oo n
5 —u _ muin(r) _ o (c#I()" (R (=In@®)"
() Onapourtoutréel t >0, t7* = ¢~ —7;)—7— =) ——u
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»  Calculer le rayon de convergence de cette série.

Vi —
_ n AN
@ Posons Vt >0, Vn, a, = (,% - 0, donc o o7
dua| _[(=I()™  n i) B
a, ‘ o ’ n+1)! (- ln(t))n[ Y —is400 0 = Ry = +00.
»  Vérifier alors que
: - k (—lnt)k
F(x) = / Lim S,() dk ot 8.(t) = ka(t)x , et fy(t) = h(t), 0 < k< n.
0 n—+oo = k|
2x1/4)
(O Vx <1, F(x

Q.14 > (6 cases) En utilisant le théoréme de la convergende dominée, montrer qu’au voisinage de 0, on a

+00 ) 1 T )
F(x) = k;)Ck ¥, avec ¢ = E/o (LInt)*n(t) dt.

(5x1/5)

@ Vn € N, S, est continue par morceaux sur |0, 1[.
() (Sy) converge simplement sur |0, 1[ vers t — ¢~* h(t) qui est continue par morceaux sur 10,1[.
(O VneN, te]01fetx€]0,1[, ona
2 (= In(t))* 2 (= In(t) g I
[alt)f =]} -——k'(lh(t) <Y ( IE')) H(E) = t‘Hh(t).
k=0 ' k=0 :

P ——

() Deplus t — t~*h(t) est positive, continue par morceaux et intégrable sur |0, 1[.

() Drapres le théoreme de la convergence dominée, on conclut en rappelant la question Q.13 que

F(x):/ol lim i(_ln—l(t))kh(t)xkdt: lim ]itwh(i)xkdf

n—y+o0 = k! n—+eo Jo = k!
; Zn 1 (=In()F k +Z°° 1 M k k
o _ & o —_— —_ f dt .
711—1>1:5I-100 k=0/0 k! h(t) e =0 k! /0 ( ]ll(f)) h( ) =

Ck

Q.15 > (4 cases)
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>  Quelestlerayon de convergence R de la série enticre ) _ ci o
k=0

2x1/3)

() Onad’apres ce qui précede, R > 1.

(© De plus, on a d’apres la question Q.11 que lir? F(x) = +codoncR < 1.D'ouR = 1.
Xl

>  Enutilisant le fait que ¢y ~ 4 k, déterminer la nature de cette série quand |x| = R.
(1x1/3)

@ Sijx| =R ="1.0n4 |6 xk[ = Ck ~+o0 k =k 400 +00, On conclut alors que la entiere Z ¢ ¢
k20

diverge pour |x| = R.

Partie III. Développement en série de la fonction F

Q.16 > (3 cases) Développer en série entiére la fonction t — —hl(-lt———t) Préciser le rayon de convergence de
cette série.
2x1/2)
) +co #n h‘l(l . t) +0oo tn—l +00 #
() Onsait que pour t €] — W n(1 —t) = ~’£ ;,donc S = —r; = Ry
@ La série a pour rayon de convergence R’ = 1.

Q.17 > (4 cases)

1
Pour toutn € N et x € ], calculer u,(x) = / 77 In(t) dt.
0

(3x1/3)
() Onat s t"* In(t) est continue sur ]0,1].

(© De plusau V(0), " In(t) = W

(O En effectuant une intégration par parties et par analogie afla question Q.10 (en remplace x par

estintégrablecarx <1, -n <0 = x—n < 1.

X — n), on obtient que
=l

iy { 20 = /01 £ Inft) dt = AFn=a7
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Q.18 > (8 cases) Montrer alors soigneusement que Vx € J, F(x) = Z Yo L

= = )
G x1/7)
1 +oo t” 1+co f” Yln
—x ) _ —5% —
O V¥xe], Fx /t In(t dt = /Ot In(e) - dt = / n+1
1]
Posons g,(t) = —7+—1<—), neN, te]o1].

@ ¥n € N, g, est continue par morceaux et intégrable sur |0, 1[.

(O Y gn converge simplement sur |0, 1[ vers t — ¢~ h(t) qui est continue par morceaux sur |0, 1[.
n=0

() Nature de Z / |4 (£)] dt : En rappelant la question Q.17 on obtient

n=0
I i fln -1 1
)| d = = s
/ lgn (D)t 5 / n+1u”(x> (m+1)(14+n—x)?
@ De plus X i et la série Z i est convergente.
P n+ DA+ — 22N 3 = &
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2 x1/7)

@ Le théoréme d'intégration terme a terme s’applique alors et on déduit que

1+ pn—x +00 Al gn—x
Vx €] =]-o01], F(x):—/ Zt_hl(ﬂdt:_ / t ln(t)dt
0,5 ntl —Jo n+1l
+co -3 “+0c0 1 +00 1
© = ngé n+1 )= ;E) (m+1)(1+n-—x)? . 1?::1 n(n—x)2’
Probléme 2

Notations :
e IN désigne I'ensemble des entiers naturels et R celui des nombres réels.

e On rappelle que R[X] désigne le R espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels.

Pour tout entier 7, on désigne par :

® R, [X] le sous espace de R{X] formé par les polyndmes de degré inférieur ou égal a 7.

e M, (R) le R espace vectorielleé matrices carrées d’ordre 71 a coefficients réels.

e On rappelle qu'un polynéme est ditdinitaire si son coefficient du terme de plus haut degré vaut 1.
Objectif : On se propose, dans ce probleme, d’étudier quelques propriétés et applications des poly-
ndmes de Lagrange.

Dans tout ce probleme, 7 désigne un entier naturelgtipérieur ou égal a 2 et {ay,...,a,} désigne une
famille de # réels distincts.

Bt
Py

Q19> (5 cases) Pour tout couple de polyndémes (P, Q) € (R[X])?, én'pose

artie 1. Etude d’un produltscalaite particulier

(P, Q)n =} Pla) Q(a)
k=1

Montrer que (-, -), est un produit scalaire sur R,,_1[X].
(4 x1/4)
Ona:

() (- )n est symétrique.

@ (-, ) est une forme bilinéaire .

() (-, -)u est positive. En effet, soit P € R,_1[X],ona: (P, P), = Y P*(ay) > 0.
k=1

n
O (-, -)n est définie. Soit P € R,_1[X], Si (P, P), = 0, alors Z Pz(a,) =
Done P(ax) = 0, Vk € [1,n]. Comme deg(P) < n —1,alors P = Og, ,x]-

Conclusion : (-, -),, est un produit scalaire sur R,,_1[X].

Q.20 > (9cases) Pour € [1,1], le j-eme polyndme de Lagrange associé aux réels {ay, .. ., a, } est donné

par:
iy Y
a; —ag

Li(X) =
k=1
ki
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>

B

Vérifier que, pour tout j € [1, 1], deg(L;) =n —1.
1x1/8)
() Soitje [1,n],0ona

(X—a) - (X=g1)(X—ajp1) - (X —ap)

(aj—ar)- - (aj— aj-1)(aj — ajs1) -~ (@ — an)

Li(X) =

Doncdeg(Lj) =n—1./

Justifier que, pour tout (i,7) € [1,7]% ona: Li(a;) = J;;, ot §;; désigne le symbole de Kronecker

1 sii=j,
donné par: §;; =

0 sii#j.
(2x1/8)

K~ g )< (X =By W =l } <~ [B = By _
Ona:Li(X) = ( a1) - ( aj-1)(X —ajy1) - - (X —a ), Vi € [1,7].

(aj —a) -~ (a5 — aj-1)(aj — ajs1) - - () — an)
Soiti € [1,n].

n

(-) Sii+#j, alorsa; €y, ,aj-1,8)41,...,a,}. Par suite Lj(a;) = H% =10,
gy Hj Tk
k]
Mo G =iy,
Sii=j,alors Li(a;) & ) = (i
0 o TR
=

Prouver que B = (Ly,...,L,) est une baseorthonormée de (IR,,Z_l (X], (-, >n)
3x1/8)
n

Soit (i,7) € [1,n]%. Ona: (L;, L)y = Y, Ll Wllu)..
k=1

() Sii#j,alors (Li, Liyn = Y Li(ax)Li(ax) =Bg(a))#f(a;) = 0.
k=1 \\/-J

=0
() Sii=j,danscecas (L; L) = Li(a;)L;(a;) = 1.
Ce qui prouve que {Ly,...,L,} est une famille orthonorme€ de (R,—1[X], (-, *)n)-

@ De plus card(B) = 1 = dim(R,_1[X]).
Ce qui montre que B est une base orthonormée de (R,-1[X], (-,-)).

n 7
Montrer que, pour tout P € R,,_1[X],ona: P = Z P(a;)L;. En déduire que Z L;=1
i=1 i=1

(2x1/8)
() On sait que B est une base orthonormée de R,,_ [X], donc pour tout P € R,_1[X],

n
P= Y (L PYuly
i=1

(Lt Pl = ki Li(ax)P(ax) = P(a;).
(=1

1
@ En particulier,sip = 1, alors 1 = Z L;.
i=1

Q.211> (11 cases) Dans cette question, R,—1[X] est muni du produit scalaire (-, -), et de la norme asso-

ciée || - ||, définie pour tout P € R[X] par ||P||, = 1/ (P, P)». On pose
F; = {P € R,_1[X] tel que P(a;) = 0}.
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>

L
) Prouver que F; @ D; =

;0-\*}‘
@\)ﬁ D'ot: d(X"" 1, F) = |a "L
NS

Montrer que F; est un hyperplan de R,,_1[X].
2 X 1/10).
@\ On considere la forme linéaire :

Yo, : Ryq[X] = R
P *——%p(ﬂl).

Ona: g, (L1) = Li(a;) = 1, donc 4, est une forme linéaire non nulle de R,,_1 [X].

‘@\Par suite, F; =

611 peut aussi montrer F; est un sous-espace de R,_1[X] contenant L;, Vi € [2,n] et que L,

ker(iq,) est un hyperplan de R,,_1 [X].

n’appartient pas a F;. Donc dim(F;) = n — 1.

R;—1[X], ot D; est la droite vectorielle engendrée par le polynome L.

,(1 x 1/10) Qg\mmw

/@ Ona:Le polyndme nonnul L; n’appartientpasa Fy , donc, onobtient: F @ D, =

R,-1[X].

On désigne par Pp, lafprojéction orthogonale de R,,_1[X] sur F; et par Pp, la projection ortho-
gonale de R,_1[X] surB{.80it P € R,_1[X], exprimer Pr, (P) et Pp, (P) dans la base B.
(4 x1/10)

@ Ona:{Ly,..

On obtient : :
() Pr(P) =) (Li,P)uLi, VP € R, _fX]. Or4L;, P)n = P(a;). ce qui donne:

, Lu } est unie base orthonormée de F;.

=

ZP a; L,‘.

@ On sa1t que {L;} estune Lase orthonormée de Df.

Pr, (P

@ Par suite : PD](P) = <L1,P>7,L1 = P([ll)Ll, VP e R,,_l[X].

On suppose que a; 7 0. Montrer que la distance du polyndme X" ! au sous-espace F; est donnée
par: d(X" L F) = |ag "L

(3 x1/10)

R,—1[X], (-, -)n) est un espace Euclidien, donc en appliquant le théoréme de pro-

O Ona:

jection, on obhen’c 3

d(X" B) = X" = Pp (X" )|
@ Or d’apres la question précédente, on a :
Xn~1 . rPFl (Xn—l) = PDl(X71_1)~

Par conséquent
d(Xnkl,Fﬂ = ”rPDl(XHAl)“” = ||<L1,X71~1>HL1||71.

Q.22 > (8 cases) Inverse de la matrice de Vandermonde

‘\N_

9




Par la suite, on pose :

1 a - a’17_1
1 a --- agAl

Vi = . . i . = Mn(]R)r
i Ay - a;;_l

la matrice de Vandermonde associée aux réels {ay,...,a,}.
On note B¢ = (Ey, ..., E,) la base canonique de R,_1[X] avec E; = X'™1, Vi € [1,x].
Pour toute famille de polynémes S = (P, ..., Py) de R,_1[X], on définit la matrice :

Py(a;) Px(ay) --- Pu(ar)
Pi(a2) Pa(a2) -+ Pu(az)
A(S) = (Pi(a)h<ijen = | . , . _ € M,(R)
Pl(an) Pz(ﬂn) Pn<an)
Déterminer la matrice 4 (B4 ., E,) puis la matrice A(Ly,...,Ly).
2x1/7)
E1 ([11) E2(a1) o . E”([ll) 1 agp e {1¥—1
Eq(a E-(a <+ E,a 1 @ sei gt 7™
(O Ona:A(E,...,E,) = 102" E2(ga) ”(_ 2| _ - v,.)
E (an) EZ(an) & En(an) 1 a, = a;i_l
Li(a1) Lofd) Ly(a1) )
0\
, Li(a2) La(az) 4 Ln(az) ‘1
@ D’autre part, A(Ly,...,L,) = k ) _ . Iy
Ly (an) Ly (ﬂn) ST (ﬂn)

n n
On suppose que, pour toutj € [1,1], P =Y b;E; =) b;X'"!, avecb; € R, Vi, j € [1,n].
i=1 i=1
On note B(S) la matrice telle que ses colonnes sont les vecteurs coordonnées des polynomes

Py, o vorBy datis Ja base By = (B« s By )
bi1 by -+ by,
by1 bp - b

B(S) = (bij)1<ij<n = .. e M, (R).

bnl bn2 bnn




by P;(a1)

< by P:(a
»  Vérifier que, pour tout j € [1,n], V; .21 = /(. 2)
bj Pi(an)
1x1/7)
n
Y bij(ar)!
byj Bt Pi(a1)
by bij(a2)' ™ Pi(a
@ Par un simple calcul matriciel, on obtient : V;, .2] == ; ! = / (a2)
by L ' . Piay)
] Zbij(fln)l-l ]
i=1

»  Montrer alors, que le produit des matrices V, B(S) = A(S).

2x1/7) |
() Onnote, pour touty €)f|1,1]], C; la j-2me colonne de V;; B(S). \F’
blj Pj(al) r;;{‘Ln;x(“:’cvw‘x/i"’}
by Pi(a2) . : P
Ona:Ci=V, | | = p ~'apreés la question précédente. {
bnj b (an)
() D’ou le produit matricielle V, B(S).
>  En déduire que V, est inversible et déterminer V;~ /
2x1/7)
() On remplace dans 'égalité matricielle suivanté : V,; B(S) = A(S), la famille S par la
famille {L1,..., Ly}, ontrouve: Vi, X B(Ly,...,Ly) = A(g1, % ). — T
@ Or A(Ly,...,L,) = I,. Ce qui montre que V,, est invebsible et que,‘(LVn_1 = B(Ly,..., L,I):‘i)
v

e

Partie II. Polyndmes d’interpolation

Etant donné un ensemble de 1 réels {c, ..., ¢}, on cherche un polynéme P € R[X] tel que :
P(a;) =c¢;, Vie[l,n].

Un tel polyn6me s’appelle polyndme d’interpolation aux points (a;, ¢;)1<i<n-

Q.23 > (5 cases) Montrer qu'il existe un unique polynéme d'interpolation T € R,_;[X] aux points
(ai,¢i)1<i<n. (On pourra utiliser la question Q.22.)



n
Déduire que T = Z c;Lj.
i=1

@ x 1/4)

n
@ Soit P € R,—1[X], donc ils existent des réels dy, ..., d, tels que P = Z d;E;.Or,ona:
i=1

di [ P(ay)
Vi i = P(aZ)
ds P(ay)

Pour répondre a la question, il suffit de résoudre le systéme suivant :

/ 1\ / .\
di c1
dz C2
Vi =
dy Cn

@ Comme la matrice V,, estinversible,

() On conclut qu'il existe un unique polynéme T € R,_1[X] vérifiant: T(a;) = ¢;, Vi € [L,7].
N—

() OnaT € R,.1[X] et B est une bagé de R4 [X], donc

1
T= Z T(a,-)L,- ~ ZC,‘L,‘.
= =

n

Q.24 > (7 cases) On note, par la suite, N(X) := [ [(X — 4;). Soit R @ R[X].
i=1
>  Montrer qu'il existe un polyndéme Q € R[X] tel que

B3x1/6)
() Soit P € R[X]. Effectuons la division Euclidienne de P par le polynéme non nul N.
D’apres le théoréme de la division Euclidienne dans R[X], il existe un unique couple (Q,R) €
(R[X])? tels que P(X) = N(X)Q(X) + R(X) et deg(R) < deg(N) = n
() Ce qui prouve que R € R,_1[X], par suite : R(X) = ) R(a;)L;(X

i=1

On obtient : P(X) = N(X)Q(X) + }_”:R(a{)L,»(X).
i—l

() Dong, P(aj) = ZR ), Vj € [1,n].

Enfin, on montre que P (a]) ( ) Vje [[1 n]} D'oit le résultat.




>

Déduire que P est un polyndme d’interpolation aux points (4;, ¢;)1<i<n si et seulement si

P-T=NQ, ouQ eR[X]

3x1/6)
=) Si P est un polyndme d’interpolation aux points (a;, ¢;)1<i<n, alors P(a;) = ¢;, Vi €
poly P P <i<

[1,n].

@ D’apreés la question précédente, on a :

DouP—-T=NQ
(O (€)SiP—T = NQ,évec Q AR[X], alors P = NQ + T.
Donc P(a;) = N(4;)Q(a;) + Blahs c;, Vi € [1,n]. Ce qui prouve que P est un polyndme

d’interpolation aux points (a;, ¢; Ji<{%-

Q.25> (9 cases) Application :

2

n n
Montrer que X" = [ [(X —a;) + ), a} Li(X)!
ks i=1

(3 x1/8)

() Onremplace P par X" dans l'égalité P(X) = N(X)Q(X)™; Y P(a;)Li(X). On obtient :
< i=1

1

X" =N(X)Q(X)+ Y alLi(X).

i=1
n
() Ona:deg() afLi(X)) < n—1, donc, en comparant les degrés des polynomes X" et
=
NQ, tr 11 = deg(N) +deg(Q). C i d =0,d t
Q, on montre que : 1 eg(N) + deg(Q). Ce qui prouve que \ig-g(g)// onc Q estun

polyndme constant.
1
On obtient :X" = cN(X) + ) _afLi(X), c € R.
i=1

() Maintenant, on compare les coefficients dominants de X" et de cN(X). Comme N est

unitaire, on déduit que ¢ = 1.

n N

Dot, X" = [ [(X —a;) + }_ aLi(X).
i=1 i=1




> Vérifier que Y a'L;(0) = (=1)""' [ ] as.
i=1 '

2x1/8)

() Onremplace X par 0 dans la relation précédente, on trouve :

n I

0=]T1(0-a)~+ Y a'Li(0).

i=1 i=1

@ Donc:
n n
Y a'Li(0) = (=)™ [ ] a:
i=1 i=1

n!

n . .
»  Endéduire que 2(—1)’1”(:; = (—1)"n! . On rappelle que, pour 0 < i < 1, C}, = e

i=1

@—W?}: 1)i"C = (1)

(3 x1/8)
©) Sia =i Vi€ [1,1],alors ) " i"L;(0) = ”+1Hz— Yty
Ona: =
0 k e Ix--(i—1(+1)x:n
QO u 97 o X0 S P e iy Yo ey o ey
k#z
n— n! _ = n! N feal
== 11’!(—1)1141 Weox(n—i) =1} 1z'!(n—i)! B (\w

Partie III. Polynémes orthogonaux et quadrature de Gauss

Q.26 > (7 cases) On considere I'application f de R, [X] définie par :
fFP)(X) = ((X* - 1)P'(X))', VP € Ry[X]

»  Vérifier que f est un endomorphisme de R, [X].

2x1/6) ;

Pour tout P € R,[X],ona: f(P)(X) = 2XP'(X) + (X* - 1)P"(X M/U(u
O~ | () On remarque que pour tout P € R,[X], f(P) € Ry[X]. é@m

() SoitP,Q € Ry[X] ete, € R, ona: f(aP + pQ) = af (P) + Bf(Q)-

= f est un endomorphisme de R, [X].
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Q.27 > (9 cases) Parlasu

|

Ecrire la matrice de f dans la base canonique By = (E, ..

Bap1) = (LX,...,X") de Ry[X].

2x1/6)

MBC (f) =

() Par unsimple calcul, on obtient :

FE) = £(1) = 0, F(Ea) = f(X) = 2X

et f(Expn) = f(X*) = k(k +1)X* — k(k — 1)X*2, Vk € [2,1].
(*) Lamatrice de f dans la base B :

0 0 0
0 2
—k(k—1)
0

0 0 k(k+1) 0
0 —n(n—1)
. 0
oS . ... ... 0 0 n(n+1)

€ Myp1(R).

Déterminer le spectre de f dansJR Déduire que f est diagonalisable dans R,, [X].

(2x1/6)
@ La matrice d
@ L'endomorpt
R, [X].

e f est triangulaire Supérieute, donc : Sp, (f) = {k(k +1), Vk € [0,n]}.

usme f admet 7 + 1 valedirs propres distinctes, donc f est diagonalisable dans

Montrer qu'il exis

DE LA

ite, on pose : Ay = k(k + 1), Vk €40, n].

te une unique base By = (Hy, ..., H/f) d& R, [X] formée par des polyndmes




unitaires vérifiant f(Hy) = Ay Hy, Vk € [0,n].

6x1/8)

e Existence:

@ On sait que f est diagonalisable dans R,,[X]. Par suite, il existe une base (Sy, Sy, ..., S,) de
R,,[X] formée par des vecteurs propres de f vérifiant :

£(SK) = AkSk, Yk € [0, 1]

(© Soitk € [0,n]. Il existe g € [0, 1] tel que :

Si(X) =b;XT+ -+ by, avech; € R, Vi € [0,4] et by # 0.

1
Esk'

() Donc Hy est aussi un vecteur propre de f associé a Ay. De plus, Hy est unitaire et donc la

On pose: Hy =

famille B = {Hj, ..., H,} est une base de R,[X] formée par des vecteurs propres unitaires de

i

e Unicité :

@ Soit (R, ..., R,) unebase de R, [X] formée par des vecteurs propres unitaires de f tels
que f(Ri) = AkRy, Yk &€ [Opid].
@ Donc Ry, Hy € E,,(f) 1€ sous-espace propre de f associé a Ay. Comme Ay est une valeur
propre simple, donc dim(E,, (f) )& 13

Ce qui prouve que :Ry = aHy, V&[0, 1], avec x € R.
@ Puisque Ry et Hy sont unitaires, on conélut que Ry = Hy, Vk € [0,n].

> Justifier que deg(Hy) =k, Vk € [0,1].
2x1/8)
() Soit k € [0,n]. On note q le degré de Hy, déhc H(X) = X7 + bp—1 X7 + - + by avec
g€ N.Ona: f(Hy) = k(k+1)H;.
() En comparant les coefficients dominants de f(Hy) et de k(k'% 1)Hj, on obtient :

7(g+1) = k(k +f/)) Ce qui prouve que q = k.

Q.28 > (11 cases) Pour tout (P, Q) € (R[X])?, onnote :
1

(PIQ):= [ P(Q()

-1

> Vérifier que (+|-) est un produit scalaire sur R[X]. On note | P|| = +/(P|P), VP € R[X].

(2 x 1/10) N
(5% Q)%H!‘g"@

Ona: Y5,

\F

@ (+]-) est bilinéaire et symétrique.

(O (|) est définie positif.
En effet, soit P € R[X], (P|P) = /1 P%(t)dt > 0, car fonction ¢ — P2(f) est continue
positive sur [—1,1]. o
(+]) est définie : En effet, si (P|P) = /11 P%(t)dt = 0, alors P(t) = 0, Vt € [~1,1], cela est

causé par le fait que la fonction # — P?(t) est continue positive sur [—1,1].
Par suite, le polyndme P admet une infinité de racines et donc P = Orx]-

On en déduit que (+|-) est un produit scalaire sur R[X].




» Montrer que f est un endomorphisme symétrique de (R,[X], (:|)).

(2 x 1/10)
© soitP,Q e Ry[X], (F(P)IQ) = [ (B=DP()Y Q)

D’apres le théoréme d’intégration par_parties, on obtient :
1
(@I = - [ (E-DP(HQ (.

@ On remarque que cette expression est symétrique par rapport a P et Q. Par conséquent

(f(P)IQ) = (PIf(Q)), VP, Q € Ry[X].

Ce qui prouve que f est symétrique.

»  Déduire que By est une base orthogonale de (R,,[X], (-[-)).

(3 x1/10)

() Soiti,j € [[0,n] tel que i # j, ona:(f(H;)|H,;) = (\Hi|H;) = Ai(Hi| Hy).
() D’autre part, comme f est symétrique, ona:

(f(H:)|H;) = (Hil f(H)= (Hi|AjHj) = A;j(Hi| Hj).

On obtient : A;(H;|Hf) 5.4} (H;|Hj).

() Comme A; # A;, orf déduit que : (Hi|H;) =0.

» Prouver que, pour tout P € Rgf4[X), (P|H,) = 0.

3 x 1/10)
() On a montré que deg(Hy) = k, ¥k € [0,n], donc {Hy, ..., Hy—1} est une famille or-
thogonale de R,_1[X] formé par dés vecteuts non nuls. De plus Card({Ho, ..., Hi-1}) =
dim(IR,,—1 [X]). Par suite {Hy, ..., H,_1 } et unebase orthogonale de R,,_1[X].

n—1
() Soit P € Ry_1[X], alors P = Y BxHy avedPy &RgVk € [0,n — 1].
k=0
71A_11 n—1
@ (PIHH) = (Z_, ,Bka'Hrl) = Z ﬁk(Hk[Hn) =0.
k=0 k=0

On se propose de montrer que le polynéme H,, admet n racines distinctes dans | — 1, 1].
Q.29> (6 cases) Soitk € [1,#].

1
»  Montrer que/ Hi(t)dt =0.
-1

(2x1/5)
() Onremarque que Hy = 1.

1 1
() Ona :/ Hy(t)dt = / Ho(t)H(t) dt = (Ho|Hy) = 0, car k > 1 et By est orthogonale.
=i -4

»  Montrer, par l'absurde, que Hy admet au moins une racine d’ordre impair dans | — 1, 1.
(3x1/5)

Supposons que Hy na aucune racine d’ordre impair, ce qui induit deux cas :

() Hyn’admet pas de racines dans ] — 1, 1|, par suite Hy garde un signe constant dans | — 1, 1.
(*) Hyn'aque des racines d’ordre pair et dans ce cas Hy garde aussi un un signe constant dans
=11

() Puisque /11 Hy(t)dt = 0, donc Hy(t) = 0, Vt €] = 1,1[. Ce qui montre que Hy = Ogx-

D’ot 'absurdité.

Q.30 > (7 cases) On désigne par x1,..., %y, (m > 1) les racines distinctes d’ordre impair de H, dans




]=1,1[etonnote Ny := [ ](X — x;).
i=1
»  Vérifierque m < n.
(1x1/6) I

@ Le nombre des racines d'un polynéme non nul est inférieur ou égal a son degré.

»  Montrer que si m < n alors (N, |H,) = 0.
(I1x1/6)
@ Comme deg(N;;) = m < 1, donc, d’apres la question Q.28, on a (N,,|H,,) = 0.

»  Endéduire que H, admet # racines simples dans =11
(4x1/6)
1
@ Sim <n,ona:(Ny|H,) = / Ny, (t)Hy(t) dt = 0.
-1

@ Or, le polynéme N, H, n’a que des racines d’ordre pair dans ] —1,1[. Dong, il garde un
signe constant dans | — 1,1].

O Ce qui montre que Ny, (t)H,(t) = 0, Vt €]—-1,1,donc H, =0 sur | —1,1].

@ Par suite, H, = @%drhet une infinité de racines, ce qui implique que H,, = O;R[X} (absurde).

On conclut que m ='w et gite H,, admet n racines simples dans ] -1,1]

Dans la suite, on note {x3,. .., x,} lebradines distinctes de H, et

n X—xp .
L‘ X = 7 (S 11” 7
i(X) Exj‘“xk jeLn]

k#j

le j-éme polyndme de Lagrange associé a s Ty 1y

;
Q.31 (11 cases) Soitj € [1,7]. On pose a; = / L;(t) di
-1
>  Montrer que X — x; divise L; — 1.

(2 x1/10)
@ Soitj € [1,n].Ona: Lj(x'j) =1,
@ Donc x; est une racine du polynéme Lj — 1. On déduit que X — x; divise Ly=1.




1 1
» Prouver que/ L;(t) dt:/ LJZ(t)dt.
e -

@x 1/10)
1 1

() On consideére l'intégrale suivante : / (sz(t) — Li(t)) dt = / Li(t)(L;(t) — 1) dt.
= =1

Comme X — x; divise L; — 1, donc il existe un polynéme Q; € R,_»[X] tel que :

L]' —-1= (X = xj)Qj'

1 1

Alors,/ (L2(t) — L;(1)) dt = / Li(t)(t — x,)Qi(t) dt
-1 -1

(© Onremarque que: L;(X)(X — x;) = /SH ,avec f € R.

@ D’autre part, on sait que le polynome Hn est unitaire de degré n et il admet n racines

distinctes x1, ..., X,.

Par suite H, (X H(X —x;)

N 1
Done, [1(Lj(t) — (N ﬁ[l H, (£)Q;(t) dt = Q)| Hy).
() Comme, deg(Q;) <'n, alors¥(Q;|Hy) = 0. On conclut que :

/_]1 Lift)di = /~11 Li(t) dt.

» Déduire que a; > 0.

(2x1/10)
() Drapres la question précédente, on a :

o= Laoa=[. B
On déduit que : &; > 0.

(- Comme L; est un polyndéme non nul, donc «; > 0.

1

n
»  Montrer que, pour tout P € R,_1[X],ona: / P(t)dt =) a;P(x;).
~ =i

(2x1/10)
n
@ Soit P € R,,_1[X]. Onsait que {Ly,...,L,} est unebase de R,,_1[X]. Donc, P = ZP(xj)L

.1 1 n ) n % | ! n =
O /ﬂ1 P(t) dt = /_1(21 P(x)Li(t)) dt :Jg(/_l Li(1)d)P(x;) = ) a5P(x)

Q.32 (6 cases) Soit P € Ry,_1[X].



n
Montrer qu’il existe un polyndme Q € R,_1[X] tel que P = H,Q + Z P(x;)L;.
j=1

2 x1/5)
O On a : H, est un polyndme non nul de degré n. Effectuons la division Euclidienne
de P par H,. Dong, il existe un polynéme Q € R[X] et un polyndéme R € R[X] tels que :
P = H,Q + R avecdeg(R) < deg(H,) = n.
On peut aussi remarquer que H,(X) = [ [(X — ;) et appliquer le résultat de la question Q24.
=1

Par suite, R € Ry_1[X] etdonc R = ) P(x;)L;.

=

n
On obtient: P = H,Q + )_ P(x))L;.
j=1
() Deplus, ona:deg(P) < (21 — 1) et deg(H,) = n, ce qui implique que : deg(Q) < n -~ 1.

D’ot1 le résultat.

1
»  Endéduire que/ PN S a;P(x)).
-1

Gx1/5)
() Soit P € Ry,_1[X]. Ona: /

P
bl
~~
Il

=
A —

&

o5

©Q
LSS
_1._

1\H
0=

P(x]‘)Lj(t) dt.

.
Il
it

@ Or, /_11 H,(£)Q(t)dt = (Q|Hx) = 0, car deglQ) < deg(Hy).

1 1 n n
() On déduitque:/ P(1) dt:/ (3 P(x) i) = ¥ aP(x;).
j=1 j=1

* Fin de I'épreuve




