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Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement, a la
clarté et au soin de la présentation.

Ezercice 1 :
On munit l'ensemble A =R x R de deux lois de composition internes :
(z,y) + (&, y) = (e + 2 y+y) et (z,y) x (¢y) = (z2, 2y +y2').
1. Montrer que (A,+, X) est un anneau commutatif.
2. On note A* l'ensemble des éléments inversibles dans A.

Montrer que (A*, X) est un groupe abélien.

g e o | e (I, +) est un sous-groupe de A
3. Une partie I de A est dite idéal si { eVacl VecA axzel

Soit M = {(0,y) € A; y € R}.

(a) Montrer que M est un idéal de A. On note CY! = {z € A; z ¢ M}.
(b) Soit = € A . Montrer que z € CAl <= = est inversible dans A.
¢) En déduire que (CA, x) est un groupe.
(c) q A 9
4. Montrer que {0}, M et A sont les seuls idéauz de A.

FExercice 2 :

. 3X -1
1. Décomposer en éléments simples dans R(X) la fraction rationnelle F'(X) = X771



2. Soit P € C[X] tel que d°P > 1.

m P, X m
Montrer que si P(X) = ¢ | (X — Ax)™*. alms E m" .oumy € N*
k=1 k=
et \r € C, Vk € {1, ....m}.
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3 Soit P ° C[X] — C[X]
' P(X)+— (X2 - 1)P'(X) - (3X — 1) P(X).

(a) Montrer que, ¥(P,Q) € (C[X])? et Va € C, p(aP + Q) = ay(P) + ¢(Q).
(b) On note ker(p) = {P € C[X]; »(P) = 0}.

Soit P € ker(yp). Montrer que si P est non constant, alors F(X) = —-—.

(¢) Déduire que ker(p) = {a(X — 1)(X + 1), a € C}.
4. Déterminer l'ensemble des polynomes P de C[X] vérifiant o(P) = 2P.
Ezxercice 3 :
Soit Q, = (1+ X)> — (1 — X)*, ne N~
1. (a) Montrer que le polynome @, est impair.
(b) Vérifier que 0 est une racine simple de Q.

(¢) Déduire que Q,(X) = XP,(X). ou P, est un polynome pasr.
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Déterminer le degré et le coefficient dominant de Q.

3. Déterminer toutes les racines de Q.
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4. En déduire que @, = 4nX l l (Y + tan® (9 >> .
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Montrer que Htan (9/ ) =
n

k=1

n-1 tQ et . e—t
6. Soit t € R*. Montrer que lim H 4——————— = - :

n—>+oc n2 tan2 (%)
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(On admet que lim (1 + 2—)“" =¢).
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