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Probléme

Les deux parties de ce probléme sont indépendantes. Cependant les résultats de la partie I
peuvent étre utilisés librement dans la partie II.

Partie I
On rappelle qu'une fonction est dite Lipshitzienne sur I C R s’il existe un réel positif & tel
que : Vz,y € I on a |£(z) — f(y)| < klz — .
1. Soient f:R% — R, k> 0 et r > 0 tels que f est k— Lipschitizienne sur 0, /.
(a) Montrer que f est bornée sur |0, 7[.
(b) Justifier I'existence d’une suite (U, )nen CJ0, [ de limite nulle.

~  (c) Montrer qu'il existe une application ¢ : N — N strictement croissante telle que
(f(Ug(n)))nen converge vers une limite finie qu’on note £.

(d) En utilisant ce qui précede montrer que lim+ Fla) =&
z—0

2. Soit f : R% — R dérivable telle que f' admet une limite finie & droite en 0.
(a) Démontrer que f’ est bornée sur un intervalle de la forme ]0,7{ ou r > 0.
(b) En utilisant la question 1., déduire que f admet une limite finie a droite en 0.

Partie 11
On considere la fonction f définie par

f: Ry — R
r—  cos(+/x)

Le but de cette partie est de démontrer que f est de classe C*° sur R et déterminer ses dérivées
successives en 0.

1. Justifier que f est de classe C*° sur R* et déterminer sa dérivée premicre f’ sur R.
4 + +

2. (a) Pour n € N*, rappeler les développements limités au voisinage de 0 de cosinus a
Pordre 2n et de sinus a 'ordre 2n — 1.

(b) Déduire alors les développements limités au voisinage de 0 de f & l'ordre n et de f
a l'ordre n —-1.

(c) Justifier que f est de classe C' sur R,.
3. Montrer que pour n € N*, il existe deux polynémes P, @, tels que

Vo e Ry f0(2) = L9 by + L0 ()

-1 L n—1

Déterminer P;, Q; et exprimer P, et Q.41 en fonction de P,, Q,, P, et Q..
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4. Déduire que, pour n € N, la fonction  — 2™ f (n+1) admet un développement limité au
voisinage de 0% & 'ordre n et que f"*V s’écrit de la fagon suivante :

i)y = 20 9 Ol 1
/ (z) g T g1 L z +an+z_?o+( )

ol ag, ay, ..., a, sont des réels qu’on ne cherche pas a déterminer.

5. Déduire, en utilisant la question 2. de la partie I, qu’il existe £ € R tel que au voisinage
de 0" on a
—Qo ay An—2

() () = _ e
) (n—1)z~! (n-—2)z"2 i o lnz 424 x—?0+(1)

6. Dans cette question, on suppose que f™*Y n’admet pas une limite finie & droite en 0.

(a) Montrer qu’il existe p € {0,...,n — 1} tel que a, # 0 et

fo () ~ 2
(b) Montrer alors que
f™(z) o, Gn-1 Inz, sip=n-—1,
f™(z) ~ ] sipe{0,...,n—2}.

z—0+ (n—p— 1)zn—p-l

7. Déduire alors que si f™ admet une limite finie & droite en 0 alors f (n+1) admet aussi
une limite finie & droite en 0.

.

8. Montrer que f est de classe C* sur R,.

9. Déterminer, en utilisant la question 2.b. de cette partie, f(™(0) pour tout n € N.




