Examen N°I d’Algébre **** Date :03/01/2020%** Durée : 2h  MPI

Exercice
Soient n et p deux entiers naturels non nuls avec n > 2. On consideére le polynome :

F(X)=(X+D)"-(X-D1)".

1. Déterminer le degré et le coefficient dominant de P,.

! krx
2. Montrer que les racines complexes de P, sont x, = —l.cotg( — ],1 <k<n-l.
n 7

L

3. Endéduire la décomposition de P, en produit de facteurs irréductibles dans C[X].

p rd
7. Déduire que Htan

o)

L3 ]: 2p+1.

2Pl

N

&8 a) Montrer que 0 est la seule racine réelle de F, .

b) Factoriser F,, en produit de facieurs irréductibles dans R[X].

Probleme

2im

Soit n un entier supérieur ou égal é 1. On considére : Q, = X"—1 et @ =e " . U est l'ensemble

n
des nombres complexes de module 1.
[. aj Montrer qgue (U,X) est un groupe commutatif.
b) Déterminer l'ensemble 1", des racines complexes de Q, . Quel est son cardinal ?
Viontrer que ¢ est un sous-groupe de (U, X).
¢)  Soitm € N*. Montrer que anrn =L, .

2. Soient G un sous-groupe de (C*,X) de cardinal finid e N et z€ G .
a) Montrer que Vk € N, z* €6.
b) On suppose par I'absurde que z° + 1.

Montrer alors que Y0<i+# j<d, z' #z’. Déduire que Card(G) > d.Conclure.
c) Montrer que G=T,.
d) Soitm € N*, montrer que (I,, = I,) © (m = n).
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¢) Déduire que G est un sous-groupe de I, si ei seulement si djn.( On pourra utiliser 1.5))
f) Application :

1) Déterminer tous les sous-groupes de I,
ii) Déterminer le nombre de sous-groupes de I'yq.

4

Soit I'application f: Q — U telle que pour tout rationnel q, f(q)=e"“"

a) Montrer que fest bien définie c-d-d, Vq € Q, f(q) € U.
b) Montrer que f est un morphisme de groupes de (Q, +) dans (U, X). Chercher son noyau .

c) fesf_zl injectif ?f est-il surjectif ?

4

d} Soit Hl'in

k)
7

&y .Luulu;cf qh’ i"é’?‘(fm) = ?’Z.

€/ Montrer gue Lu‘Jm\; {1,&), ....... ,lf(‘)r_‘ !{
J

f) Déduire que Im(f,) =

g Etablir que f, esfsurlecnf si et seulement si 0{w) = n.
h) Application .

Déterminer { ordre de chacun des éiéments de Ig.
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