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Exercice 1

Soit p un entier naturel et # un réel non multiple entier de 27 (C’est & dire 6§ # 2kw, k € Z.)

On note Z g0 = g~ o 4 g Lk e g

n 2n
1. (a) Vérifier que Z k0 — Zei(k—n)e.
k=0

k=-n

n . A _]; 9
(b) Déduire que Z ekt — M

-
= sin(3)

n
(c) Calculer alors, Zcos(k&).
k=0
2. On se propose de montrer par récurrence que :

n ¥4 n
Vn € N, Z Z etk — Z ak,neiw, ol agn=n+1- k|
p=0 k=—p k=-n
(a) Justifier le résultat pour n = 0.
(b) Expliciter a 41 en fonction de ay ,, pout tout k € {—n,...,n} et donner a_(n41y,(nt1)
€t Qnt1),(n+1)-
(c) En déduire que ay, =n+ 1 — |k|, pour tout n € Net k € {—n,...,n}.
= 1 sin?(%tlg
3. (a) Montrer que Z sin ((p - —)9) = —————(——2—)

= 2 sin(%)

T n+1\ sin(d)

2
& ; in(2tlg
(b) Déduire que Z (1~ I_f_L_l)ezke 1 (sm( t ))

k=-n



Exercice 2

Soitn € N, n > 2.
1. Soit A = (ai;)1<ij<n €t B = (bij)1<i,j<n deux matrices carrées d’ordre 7.
On note AB = (¢;5)1<i,j<n €6 BA = (¢i;)1<ij<n-
(a) Rappeler c;; et cj; pour tout (i,5) € {1,...,n}*.

(b) Donner ¢;; et ¢j; lorsque B = *A.

2. On note O,(R) = {A € M,(R); *AA = Tk
(a) Vérifier que I, € O,(R).
(b) Justifier que, pour tout A € O,(R), A est inversible et donner AL
(c) Montrer que, pour tout A € O,(R), A™! € On(R) et —A € O,(R).
(d) Montrer que, pour tout 4, B € O,(R), AB € O,(R).

3. Soit A = (aij)1<ij<n € On(R).

n n
(a) Pour tout 4, € {1,...,n}, trouver les sommes : kz:&?’k et kz:ai’j
=1 =1

(b) Déduire que pour tout ¢,j € {1,...,n}, lai;| < 1.
4. On note O,(Z) = {A € O,(R); A est a coefficients dans Z}.
(a) Soit A = (aij)1<ij<n € On(Z).
i. Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,n}, 3j5; € {1,...,n} tel que a;;; = £l et a;; =0,
pout tout j # j;.
ii. Montrer que, pour tout k € {1,...,n}\ {¢}, ar;, = 0.
(b) Ecriver les éléments de O(Z).

(c) Déduire que le nombre d’éléments de O,(Z).



