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| Exercice 1 I

Soit A = ( ; 3 ) € My(R).

C

On rappelle que A est nilpotente, s’il existe un entier naturel non nul p tel que AP = (0) et
tr(A) =a+d.
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(1) Calculer A2 — tr(A).A + det(A).I.

(2) On suppose dans cette question que A est nilpotente.
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(a) Montrer que det(A) = 0.

(b) Soit k € N*. Montrer qu'il existe o € R tel que A* = a/A.
(

¢) Montrer que tr(A) = 0 et que A% = (0).

[ Exercice 2 I

Soit (a,b,c) € R3 tel que a® +b*+c* =1 et |a] # 1.

0 ¢ b 1 00
SoitA=)| —c 0 a etlz3=1 01 0
b —a 0 0 01

(1) (a) Veérifier que A est antisymétrique.

(b) En déduire que A est non inversible.

0 0 O a 0 1-ad?
(2) Onpose A=| 0 0 1 |etP=]| b —c ~—ab
0 -1 0 c b —ac

(a) Montrer que P € GL3(R).
(b) Trouver o € R tel que A" = aA'.



On admet, dans la suite, que A = PA'P~L.
(3) Vérifier que A3 = —A.
(4) Soient k € R* et By, = k.I3 + A.

(a). Vérifier que By = P(k.I3 + A")P~L.

(b) Montrer que B, est inversible.

(

c¢) En déduire que B;, = k.I3 — A est inversible.

1 1
(d) Montrer que By' = —.I3 ! At 5 A

7 R+1T T k(R 41)
Exercice 3 I
2ikm

Soient (m,n) € (N*)2 et U, = {2z =e"n ; k€ Z}.
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(1) Montrer que U, = {2, = e~ ; r€{0,..,n—1}}.

(2) En déduire que si U, = Uy, alors n = m.
(3) Montrer qu'’il existe w € U, tel que Vz € U,, 3 k € Z vérifiant 2z = wk.

On dit que w est un générateur de U,.
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(4) (a) Montrer que z, =e = est un générateur de U, si et seulement si m et n sont
premiers entre eux.

(b) Montrer que U, C U, si et seulement si n/m.

(c) En déduire que U, NU,, = Uppm.

(d) On suppose dans cette question que m et n sont premiers entre eux.
Déterminer U, NU,,.

(5) On définit sur U, une loi de composition interne notée (*) définie par :

2 * 2 = 2w, ou (kK € Z?

On rappelle que z; = e X",

(a) Montrer que la loi (*) est commutative, associative et admet un élément neutre e € Un.
(b) On suppose dans cette question que n = 4.

Déterminer les éléments symétrisables de Uy pour la loi (*).
(c) On suppose dans cette question que m et n sont premiers entre eux.

Montrer que z,, est symétrisable dans U,, pour la loi (%).
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