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|Probléeme ]

e A toute suite réelle u = (Un)n>no (0U ng € N), on associe la suite (S, (u))n>n, définie par:

VneNetn>ng Sp(u)= > wu De plus. lorsque la suite (S, (u))n>n, €st convergente, on
k=ng
pose s(u) = lim S,(u).
n—+oc

(9 points)

Dans cette partie, on considere deux suites réelles u = (Uy)nen €t ¥ = (U5)nen.

(1) Vérifier que si la suite (S,(u))nen est convergente, alors lim u, = 0 (Ind. regrader
Sp(u) — Sp-1(u) ot n > 1)

(2) Soient a, 3 € R et considérons la suite au 4+ 3v = (au, + Bty )nen. Vérifier que si les
suites (S, (u))nen et (Sn(v))nen sont convergentes, alors la suite (S, (au—pBv))pex est aussi
convergente et que s(au + Jv) = as(u) + 3s(v).

(3) Soient ¢ € R et la suite § = (0, )nen~ définie par: V n € N*, 4, = ¢”. Vérifier que la suite
(Sn(d))nen est convergente si et seulement si |g| < 1. De plus, en cas de convergence,
vérifier que s(0) = ——.

que s (8) = 7— p
(4) Soit la suite 8 = (6, )nen définie par: ¥V n €N, 6, = up.q — Un.

(a) Calculer pour tout n € N, S, (f) en fonction de w,,; et ug.

(b) Déduire que les suites (Sp(6))nen €t (uy), oy Sont de méme nature de convergence.
De plus. en cas de convergence, vérifier que s () =€ — ug o £ = Iiril Un,.
n—+o0o
(5) Supposons dans cette question que V n € N. u, > 0. Montrer que la suite (S, (u))nexn est
convergente si et seulement si elle est majorée.

(6) Dans cette question. on suppose que pour tout n € N. 0 < u,, < v,. Montrer que si la
suite (S,(v))nen est convergente, alors la suite (S, (u))nen est aussi convergente et que
s(u) < s(v).

(7) On considere la suite |u| = (Jun|)nex. Montrer que si la suite (S, (Ju|))nen est convergente,
alors la suite (S5, (u))nen est aussi convergente.

(Ind. on rappelle que V z € R. z = 2+ — 2~ avec 2© = max(0, ) et = = max(0, —z).

Deplus. 0 <27 < z| et 0 <z~ < |x))

(8) Dans cette question, on suppose que les suites u = (tp)nex €t v = (v, )nen sOnt & termes
strictement positifs.



(a) Supposons que u, = O (v,). Montrer que si la suite (S, (v)),en est convergente. alors
la suite (S, (u))nen est aussi convergente.

(b) Supposons que u, ~ v,. Justifier que u, = O (v,) et v, = O (u,) puis déduire que
les deux suites (.S, () )nen et (5,(v))nen sont de méme nature de convergence.

(8 points)

Dans cette partie. on considere les deux suites u = (up)nen- et v = (v, )nen+ définies par:

1 1 . :
VneN.u,=-etv, =— On considére une suite 4 = (a,),en- a termes strictement
n

N

vi "y . ;. - Ap— Q
positifs telle qu'il existe un réel a > —1 vérifiant: ( = 1> ~ =

(1) Pour tout n € N*. on pose H, = S, (u) = Y
k=1
1

T
(a) Montrer que V n € N*. Hy,, — H,, > =

(b) Déduire que la suite (H,),en» est divergente puis que lim H, = +oc.

n—+4o00

(c) En déduire que lim S,(v) = —oo. (Ind. utiliser la question (6) de la partie 1)

(d) En justifiant votre réponse, que peut-on dire sur la réciproque de la question (1) de
la partie 17

. Uy —1
(2) (a) Justifier que: ( - 1> ~—
U, n
- Un, 1+ a
(b) Montrer que: (a . +1> oy K .
an, Uy, n
L Uy e an,
(c) En déduire qu’il existe ny € N* tel que V n > ny, 2 < sx-g
n a’n

(d) Montrer que u, = O(a,) puis déduire que la suite (S,(A4))nen- est divergente.
(Ind. utiliser la question (8) de la partie 1)

v ees]]
(3) Justifier que < AR 1) ~ 5 puis retrouver que lim S,(v) = +oc.

Un n n—-00

(3 points)

(1) On considére les suites w = (wy)nen+. (Qn)nen €t (Bn)nen- définies par:

(~l)n 2n 2n+1
Vn € N w, = c0n = Son(w) = ) wi et 8y = Spna(w) = > wy.
n
k=1 k=1

(a) Montrer que les deux suites (an )nen- €t (8n)nen- sont adjacentes puis déduire que la
suite (S, (w))nen- est convergente.

(b) En justifiant votre réponse, que peut-on dire sur la réciproque de la question (7) de
la partie 17

n n
Montrer que la suite (S,(B)),>2 est strictement croissante puis que liril Sn(B) = +oc.
- n—r-+42

1 1
(2) Soit la suite B = (b,,),>o définie par: Vn € N et n > 2. b, = arctan (— arccos (—))

(Ind. utiliser la question (1) de la partie 2 et la question (8) de la partie 1).
Bon travail



