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Exercice 1

Dans tout cet exercice E désigne un K-espace vectoriel de dimension n > 1 muni

d’une base B = (ey, ...,ep), f désigne un endomorphisme de E et A = Mat(f,B) :
la matrice de A dans la base B.

Définitions : e Un scalaire A € K est dit valeur propre de A s’il existe

U € Mp1(K)\{0} tel que AU = AU. On note x4(X) = det(XI, — A) : appelé le
polyndme caractéristique de A. On note Sp(A) : I'ensemble des valeurs propres de A.
e Deux matrices A et A; sont dites semblables dans M,,(K) s'il existe une matrice
inversible P telle que A = PA{P7!.

Partie 1 : Préliminaire
1. Montrer que si A € Sp(A), alors A\¥ € S,(AF),Vk € N.

2. Montrer que A € Sp(A), si et seulement si, AT, — A est non inversible.

3. En déduire que :
(i) A € Sp(A), si et seulement si, x4(A) = 0.
(1) 0 € Sp(A), si et seulement si, det(A) = 0.

4. Montrer que si deux matices A et A; sont semblables dans M, (K), alors
x4(X) = x4,(X). En déduire que Sp(A) = Sp(A41).

Partie 2 : Etude sur un exemple

Dans cette partie 'espace vectoriel R? est muni de sa base canonique B = (e1,e2,e3).
On considére I'endomorphisme
f: RR—R?
X =(z,y,2) — (B +y, 4z — y,4c + 8y — 22)
1. Déterminer A = Mat(f, B).

2. Déterminer x4(X) le polynéme caractéristique de A. En déduire que
Sp(A) = {-2,1}.

3. Déterminer un vecteur U = (uy,ug, u3) tel que u; > 0 et
ker(f — idgs) = vect(U).
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Montrer que ker(f — idgs)? est un plan vectoriel d’équation : 4z + 4y — z = 0,
puis vérifier que U € ker(f — idgs)?%.

. Vérifier que ker(f — idgs) C ker(f — idgs)? et prouver qu'il existe un vecteur

V € ker(f —idgs)?\ ker(f —idgs) tel que {U, V'} soit une base de ker(f —idgs)?.
Vérifier que ker(f + 2idgs) = vect(es).

Montrer que By = (U, V, e3) est une base de R3.

En déduire que R3 = ker(f — idgs) @ ker(f + 2idgs)?.

Montrer qu'il existe un réel « tel que f(V) = U + V.

En déduire que la matrice A est semblable & la matrice triangulaire
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Exercice 2 : Etude d’un endomorphisme nilpotent '

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n > 2 muni d’une base B = (ey, ..., €y).
Définition : ¢ Un endomorphisme f de E est dit nilpotent s'il existe m > 1 tel que

f™=fo---0f=0: I'endomorphisme nul de E.
I

m—fois le f

e Une matrice A € My (K) est dite nilpotente s'il existe m > 1 tel que A™ = 04, (Kk)-

Partie 1 : Indice de nilpotence

Soit f un endomorphisme non nul nilpotent de E.

1. Montrer que la matrice A = Mat(f, B) est nilpotente. :

S & W

Montrer qu’il existe un plus petit entier p > 2 tel que fP est nul.
(Indication : considérer I'ensemble H = {k € N* tel que f* = 0})
L’entier p est appeler 'indice de nilpotence de f.

Montrer qu'il existe 29 € E\{Og} tel que fP~1(zp) # Og.
Montrer que la famille By = {xg, f(xg), ..., f? !(xo)} est libre dans E.
En déduire que 'endomorphisme f" est nul.
On suppose que p = n, donc By = {z, f(%0), ..., /" }(z0)}.
(i) Montrer que Bj est une base de E. ;

(ii) Déterminer la matrice A; = Mat(f, B;), puis montrer que A est semblable
a la matrice A;.

(iii) Déduire rg(A).



Parties 2 : Exemples en dimension 3.°

Exemple 1 : On suppose que E est de dimension 3. Soit f un endomorphisme
nilpotent de F d’indice p = 2.

1. Montrer que ker(f) # {Og} et que Im(f) C ker(f).

2. Soit a € E tel que (f(a),a) est libre.

(¢) En utilisant le théoréme du rang, montrer que rg(f) = 1, puis déduire que
dimg ker(f) = 2.

(i4) Montrer qu’il existe b € ker(f) tel que By = (b, f(a),a) est une base de E.
(#4%) Ecrire la matrice de f dans la base Bs.
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Exemple 2 : Soit f est un endomorphisme de R® de matrice A= { -5 1 —6
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dans la base canonique de R3.

1. Montrer que f est nilpotent d’indice 3.
2. Trouver un vecteur z € R? tel que f2(z) # Og

3. Justifier que A est semblable & la matrice J3 = , puis donner une
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matrice de passage P.



