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Exercice 1

1. Montrer que pour tout entier n > 1 :
n 2 n 2
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2. Soit (zx)k>1 une suite de nombres réels strictement positifs vérifiants :

2
n n
Pour tout entier n > 1, Zx% = <Z :ck) .

k=1 k=1

(a) En prenant n = 1, justifier que z, = 1.

(b) En utilisant une récurrence sur n montrer que pour tout k € {1,...,n}, = = k.

Exercice 2

Pour tout z = z + iy € C avec z,y € R, on rappelle que e* = ee™.

Soit sur C la relation R donnée par :
Vz,2 € C zRZ < ze¥ = 7'é*.

1. Montrer que R est une relation d’équivalence sur C
2. (a) Existe-il z € C telque e =07

(b) Donner C!(0) la classe de 0 par la relation R.
3. Soit z,y € R*.

(a) Montrer que si (iz)R(iy) alors |z| = |y|.

(b) Etudier suivant la valeur du réel z, 'ensemble Cl(iz) NiR.



Exercice 3

Soitn € N, n > 2.
L. Soit A = (ayj)1<ij<n €6 B = (bij)1<i j<n deux matrices de M, (R).
On note AB = (¢ij)1<ij<n €t BA = (cgj)lgi’an.
(a) Rappeler c;; et cj; pour tout (4,5) € {1,...,n}>.
(b) Donner c;; et cj; lorsque B = *A. ('A désigne la transposée de A)

2. On rappelle que la trace d’une matrice carrée M = (m;;)1<; j<n est le scalaire

tT'(M) = Xn:mi,i.
i=1

(a) Vérifier que pour tous A, B € M,,(R)et « € Ron a :
tr(A+ B) = tr(A) + tr(B) et tr(cA) = atr(A).
(b) Justifier que, tr(AB) = tr(BA).
(c) Déduire que pour tout P € GL,(R), tr(P~*AP) = tr(A).
3. Pour tous A, B € M,(R), on note < A, B >= tr(*AB).
La matrice A est dite orthogonale & B si < A, B >= 0, on écrit A 1 B.
On note par At = {X € M,(R) tel que < A, X >= 0}

(a) i. Justifier que pour tout A € M,(R), A L (0). ((0) désigne la matrice nulle)
ii. Justifier que pour tout A € M, (R), A+ n’est pas vide.
ili. Trouver (0)*+
(b) Montrer que si A € At alors A = (0).
(c) Soit A € M,(R) et o € R*. Montrer que A+ = (aA)*.
(d) Soit A4, B € M, (R).
i. Montrer que A* N Bt C (A+ B)*.
ii. L’inclusion réciproque est-elle vraie ? Justifier.

(e) Etudier 'orthogonalite deux a deux des matrices suivantes

1 =1
I = 0 == 01 et £ = 0 .
01 10 1 0






