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Exercice

1. Soient E un ensemble non vide et f une application de E vers E. On désigne par P(E)
I’ensemble des parties de F. On note

X ={AePE;fT(f(A) =4}

(a) Montrer que, pour tout A € P(E), A C f~1(f(A)). En déduire que X est non vide.
(b) Montrer que, pour tout (A, B) € X%, AUB et AN B sont deux éléments de X.

(c) Montrer que X = P(E) si, et seulement si, f est injective.
2. On suppose que E contient au moins deux éléments. Soit x un élément fixé de F.
On définit dans P(F) la relation binanire R par :
ARB<=zcANBouzc ANB

ot A (respectivement B) désigne le complémentaire de A (respectivement de B) dans E.

(a) Montrer que R est une relation d’équivalence.

(b) Déterminer Clg({z}) la classe d’équivalence de {z} modulo R, puis Clz({z}).

Dans tout le probléme K[X] désigne 'ensemble des polynomes a une indéterminée X et &
coefficients dans K = R ou C.

Partie I Pour tout polynéme P € K[X], on note Ple polyndme donné par ﬁ(X ) = P(—X).
Ainsi, un polyndéme P est dit pair si P= P, et il est dit impair si P=-P

1. Soit P € K[X].
(a) Justifier que deg(P) = deg(P).
(b) Donner le coefficient dominant de P en fonction de celui de P, ou P # 0.

q
(c) Montrer que P est pair si, et seulement si, il existe ¢ € N tel que P(X) = Y ag X .
k=0
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(d) Montrer que P est impair si, et seulement si, il existe ¢ € N tel que
P(X) = 3 agea X2+,
2. Montrer que dkel(l)X polyndmes non nuls impairs ne sont pas premiers entre eux.
3. Déterminer la parité du polynome dérivé P’ en fonction de celle de P € K[X].

4. Soient A, B € K[X]\ {0} deux polynomes pairs, et soit D = A A B, le pged de A et B.
On rappelle qu'il existe U,V € K[X] tels que : AU + BV = D.

(a) Montrer que D divise D.
d
k
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(b) On pose D(X) = X%+ > b X* avec d = deg(D). Montrer que D = (—1)%D.
=0

(c) On suppose que d est un entier impair. Soit A, et B; tels que A = DA, et B = DB,.

i. Montrer que A; A By = 1.
ii. Montrer que A, et B; sont deux polynémes impairs.
iii. Déduire une contradiction, puis conclure.
(d) Montrer que si A et B sont deux polynémes impairs alors D est un polynome impair.

Partie I1
On se propose d’étudier la suite de polyndmes (H,)nen de R[X] définie par :

(x) Hy=1etVn €N, H,, = XH, — H.,

ou H] designe le polynéme dérivé de H,.
1. (a) Calculer H; et H,.
(b) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, H,, est unitaire et de degré n.
(c) Montrer que, pour tout n € N, H,, a la méme parité que n.
(d) i. Montrer par récurrence que, pour tout n € N, H/, +"1 = (n+1)H,.
ii. Pour tout n € N, déduire le reste de la division euclidienne de H, ., par H,.
ili. Déduire que, pour tout n € N, H,.; A H, = 1.
2. Dans cette question on se propose de montrer que pour tout polynome P € R[X]\ {0},

il existe un unique (ag, ..., a,) € R*™! tel que P(X) = 3 aHy, oi n = deg(P).
k=0

(a) Justifier le résultat pour n = 0.
(b) Montrer par récurrence sur le degré de P, lexistence de (ay, ..., a,) € R™™! tel que

P(X) = >_a;Hy. Indication : écrire. X"t = X . X",
k=0

(c) Montrer que, pour tout n € N et, pour tout A, ..., A\, € R,

Y NeHp=0=> X\ =0, Vk € {0,..,n}.

k=0

(d) En déduire I'unicité de (ap, ..., an) € R™™! tel que P(X) = > axHy.
. k=0



3. On se propose d’étudier les racines de H,, pour tout n € N*.

(a) Montrer que si z est une racine complexe de H,, alors —z est une racine de H,,.

Dans la suite, on montrera par récurrence que, pour tout n € N* H, est scindé
& racines simples sur R.

Supposons pour n € N*, z; < 5 < ... < z,, sont les racines réelles de H,, rangées
dans l'ordre croissant. Ainsi,

(xx) H,(X) = H(X — Zg).

k=1

(b) Montrer que, pour tout ¢ € {1,...,n}, H,1(z;) # 0.

(c) Expliciter H,1; en fonction des z; a partir de () et () puis déduire que, pour tout
i€{l,...,n—1}, Hyyi(2)Hpyi(zi41) < 0.

(d) Déduire que, pour tout ¢ € {1,...,n— 1}, il existe o; €]z;, ziy1] tel que Hy,y1(0y) = 0.

(e) Etudier les variations de H,; sur lintervalle [a,_;,+0o[, en déduire qu’il existe
Qn > Ty, tel que Hyyy(an) = Hy(—ay) = 0.

(f) Conclure.





