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Exercice 1

2
Soit I'application < .,. > définie sur Ry[X] x Ry[X] par < P,Q >= Y P(1)Q(3).
i=0

1. Montrer que < .,..> est un produit scalaire sur Ry[X]. En déduire que Ro[X] est w

espace euclidien.
Pour tout P'€ RyX], on note ||P|| = v/< P, P > la norme déduite du produit scalaire
<. > '

2. Montrer que la base canonique de Ry[X] n’est pas orthonormée.

3. En appliquant le procédé de Gram-schmidt a la base canonique de R, [X], construire une
base orthonormée de Ry[X].

Exercice 2

E un R-espace vectoriel muni d'un produit scalaire < ., .> .

Pour tous vecteurs u,v de E, on note

<u,u> <uUv>
= = t .
G(u,v) ( S AaiS ) et g(u,v) = det(G(u,v))

1. (a) Montrer que pour tous u,v € E on a g(u,v) > 0.
(b) Déduire que g(u,v) = 0 si et seulement si u et v sont colinéaires.
2. Pour tous vecteurs u,v,w de E, on note
<u,u> <u,v> <uw>
Guv,w)=| <vu> <vo> <vw> | et g(u,v,w)=det(G(y,v,w)).
<w,u> <wv> <w,w>
(a) On suppose que la famille (u, v, w) est orthonormée. Déterminer G (u, v, w) et g(u,v,1

(b) On suppose que w est orthogonale & u est & v. Exprimer g(u,v,w) en fonction ds

g(u,v).



(c) On suppose que (u, v, w) est libre. Soit —(ul, ug, u3) une famille orthonormée déduite
de (u,v,w) par le procédé de Gram-schmidt. Montrer qu’il existe ¢t € vect(u,v) et
un vecteur z orthogonale a vect(u,v) tels que w =t + z

(d) Déduire que g(u,v,w) = g(u,v) || = || .

(e) Etablir que (u,v,w) est libre si et seulement si g(u,v, w) # 0.

Pour un entier naturel n > 2, M, (R) désigne ’espace des matrice carrées réelles de taille n,
de matrice unité I,,.

Pour une matrice A = (a;;)1<ij<n € Mn(R) on rappelle que tr(A) = iai,i.
soit J une matrice non nulle de M,(R) vérifiant tr(J) # —1. Sozi?;l) s application qui, &
toute matrice M associe la matrice
Yy (M) = M + tr(M)J.
Partie 1

1. (a) Montrer que l’application ¢r est une forme linéaire surjective sur M,(R).
(b) Déduire que ker(¢r) est-in hyperplan de M, (R).

2. Montrer que %, est un endomorphisme de M,(R).

3. (a) pour tout M € M,(R), expliciter ¢r(1;(M)) en fonction de tr(M) et tr(J).
(b) Déterminer ker(e;).
(c) Déduire que 9 est un isomorphisme de M, (R).
(d) Montrer que ker(tr) @ vect{J + 1I,} = My(R).

Partie 11

on considére 'ensemble A(v;) définie par :

A(ps) = {X € R tel que 9y — Midyy, ) €St pas injectif}.
1. Montrer que A € A(¢);) si et seulement si, il existe une matrice non nulle M telle que
$a(M) = AM.
Dans les questions 2 et 3 on prend J = I,,.
2. (a) Trouver une matrice non nulle A € M, (R) telle que vz, (4) = A.
(b) Trouver une matrice non nulle B € M, (R) telle que 9,(B) = (n+1)B.
(c) Déduire que {1,n + 1} C A(¥y,).
(d) Montrer que si A ¢ {1,n + 1} alors 'endomorphisme 1, — Aidyy, ®) est injectif.
(e) Déduire que {1,n+ 1} = A(¢y,).
3. (a) Déterminer F; = ker(¢y, —id,®)). En déduire que F; est un hyperplan de M, (R).
(b) Montrer que E; = ker(¢y, — (n+ 1)idas,®)) = vect{I,}.
c) En déduire que E; & F, = M,(R).
a) Calculer ¢;(J).
(b) En déduire que A(y) = {1,1+tr(J)}





