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(10 points)

e On considere la fonction J : ]—1, 400 — R définie par: f(z) = z* + arctan( 3

x+1

)-
§ Partie 1

(1) (a) Justifier que f est de classe C* sur |—1, 400 et déterminer I'expression de f' (x).

(b) Trouver le développement limité de f en 0 & I’ordre 3.

(2) (a) Vérifier que f admet un prolongement par continuité en —1 noté g que l'on précisera.

(b) Montrer que g-est de classe C! sur [—1, +-oo].
—
(3) Soient l'intervalle I = [——2—, +oo[ et la fonction h = fj; : restriction de f sur I.

(a) Montrer que: ¥ x € I, &' (z) > 0 puis déduire que h réalise une bijection de lintervalle 1
sur un intervalle J que 1'on précisera.
NB On note h~! la réciproque de cette bijection et on ne demande pas de déterminer
I'expression de ™! ().

(b) Justifier que B! est de classe C*° sur-J puis qu'elle admet un développement limité en 0 &
Pordre 3 que 'on déterminera.

(c) Donner 'équation de la tangente T" & la courbe Cp=1'de h~! au point A (0,0) et préciser la
position de C,-1 par rapport & T au voisinage de A.

(d) Déterminer pour tout k € {0,1,2,3}, la valeur de (f‘l)(k) (0).

§ Partie 2
k

n
e On considere la suite (Uy,), oy définie par: Vn € N*, U, = Z arctan(——-).
o WA 4 &

k
(1) Soit n € N*. Montrer que pour tout k € {1,...,n}, il existe un réel cx € }O’E\: tel que
k k " (cx) k?
n? + k) ( 2 U=

arctan( 5 =
(2) Justifier qu'il existe un réel My > 0 tel que: ¥ z € [0,1], | (z)| < Mo.

n

n+1
n

& 2\4(n+ 1)((2n+1).

= -

(3) En déduire qu’il existe un réel M > 0 tel que: Vn € N*, |U, —

NB On rappelle que Z k2 — n(n+1)(2n+ 1).

k=1 6

(4) Déduire alors que la suite (Up),cn- €st convergente et préciser sa limite.



Probleme 2| (10 points)

e On note C3 (R) : 'ensemble des fonctions f: R — R de classe C® sur R,
§ Partie 1

Dans cette partie, on considére une fonction f € C3 (R) et on se propose de montrer que f vérifie la
propriété (%) suivante:
@ + b, , (b—a)® £®
(x): Va,beR;a<b, 3 c=cyp €la,b tel que: f(b) = fa)+ (b—a)f'( )+ 5 (¢).
1 b

Pour cela, soient a,b € R tels que a < b et posons: M = (5:-‘;)—3 ( (b) — (a) (b—a)f (a L )>
a+ a:)
2
(1) Justifier que F' est de classe C? sur R et donner l'expression de F’(z) en fonction des fonctions

fet £,
(2) Montrer qu'il existe un réel A €]a, b tel que F'(A) = 0.

On considere la fonction F : R — R définie par: F(z) = f(z) — f(a) — (z — a) f'( - M(z —a)®.

(3) Soit la fonction G : R — Ridéfinie par: G(z) = f'(\) - f’(/\ e a:) f”( x)—BM(:c—)\)z.

(a) Justifier que G est de classe C* sur R et donner I'expression de G ( ') en fonction des fonctions
f” et f(S)

(b) Montrer qu'il existe untéel 8 €la, A[ tel que G'(B) =
1 .
(c) En déduire qu'il existe c €]a, b[ tel que M = 51 F®(c) et que f vérifie la propriété (x).

§ Partie 2
(1) On note €2 I'ensemble des fonctions f € C3 (R) telles que:
VzeRetVheR, flz+h) = flz)+ hf’(x-i-g-).
Supposons que  # @ et soit f € 2.

(a) Soit z € R. En utilisant la propriété (x), montrer que: Y ne N*, il existe un réel
1
an €)7,z + —[ tel que f () = 0.
n
NB On admet qu’une telle suite (o), ey €8t bien définie.

(b) En déduire que f est une fonction polynomiale de degré inférieur ou égal & 2.
(c) Déduire alors 'ensemble €.

(2) On note I' Pensemble des fonctions f € C3 (R) telles que:
30el0,1;VzecRetVheER, f(z+h) = f(z) + hf'(z + Oh).

Supposons que I' # 0 et soient f €T et z € R.

1
(a) En utilisant la propriété (x ) montrer que: V n € N¥, il existe un réel U, €]z, + — [ tel que

6 , 1
/(o N e 7 3) .
NB On admet qu’une telle suite (Uy),cn« €st bien définie.

(b) En utilisant le théoreme des accromsements finis, montrer que: V n € N*, il existe un réel

1
Vo €la, @ + | tel que (6 - —)f”( n) = ——f‘”( n)-
NB On admet qu’une telle suxte (Vs )neN* est bien définie.
(c) Déduire alors l'ensemble T'. Bon travail





