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N. B. Aucun document n’est autorisé et 'usage des calculatrices est interdit.

Dauns tout le sujet I désigne l'intervalle fermé [1, +o0[.

Etant donné une fonction f : I — K continue sur /, on désigne par Ts : I — R la fonction
"z

définie sur I par : Vz € I, Tig(x) = / |f ()] dt.
1

On dit f est intégrable sur I si et seulement si la fonction T} admet une limite finie dans R

lorsque z — +oc.

N.B : Il est clair que f est intégrable sur I si et seulement si | f| est integrable sur 1.

Partie 1.

1. (a) Justifier que la fonction ¢t —

57 est intégrable sur I.

ot .
(b) Soit z € I. Calculer 'expression de / m)—Z puis déduire que la fonction
1

1
t — ———— est intégrable'sur.
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(c) Soit z € I. Calculer I'expression de / Zz—k—;;ﬁdt puis déduire que la fonction
1

2t+3

— 1’est pas intégrable sur J.
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2. Soit o € R.

|
(a) Soit x € I. Déterminer suivant les valeurs de «, 'expression de / z&'dt‘
1

1 .
(b) En déduire que la fonction ¢t —> 5 est intégrable sur I si et seulement si o > 1.

Partie 2.

1. Soit f: I — R une fonction continue et positive sur /.
(a) Vérifier que la fonction T est croissante sur I.
(b) Montrer que f est intégrable sur I si et seulement si Ty est majorée sur I.

(¢) Soit g : I — R une fonction continue positive sur I vérifiant :
Ja>ltelqueVi>a, 0< f(t)<qlt)

Déduire si g est intégrable sur I alors f est intégrable sur 1.

In(2)

(d) Application : Montrer que la fonction ¢ — —=- n’est pas intégrable sur I.

Vit



2. Soient f: [ — Ket g: I — K deux fonctions continues sur I. S
(a) Montrer que si f = O(g) et que g est intégrable sur I alors f est intégrable sur I.

(b) On suppose que f o9 Montrer que f est intégrable sur I si et seulement si g est
intégrable sur I.
(c) Application : Soit o € R. Etudier suivant les valeurs de «, I'intégrabilité sur I de
tan(i
la fonction ¢ : t — M.
(14 2)=

Partie 3.

Soit f : I —> R une fonction continue positive sur I.

1. Prouver que f est intégrable sur I si et seulement si la série z (Tf(n +1) — Tf(n)) est
nzl
convergente.

2. On suppose dans cette question que f est décroissante.
(a) Justifier que V2 1, f(n+1) < Ty(n+1) — Ty(n) < f(n).

(b) En déduire que f est intégrable sur I si et seulement si la série Z f(n) est conver-

nzl
gente.

(-1)* i
¢) Déduire la nature de convergence des séries suivantes : —t o e
( ) g . ; Ch‘.’ (TL) ;22 n ln(n)

Partie 4.

I

Soient f : I — K une fonction continue sur I'et Ty : I — K qui & z — Ty(z) = / f(t)dt.
i
On se propose de montrer que si f est intégrable sur Z, alors la fonction z — T¢(z) admet

une limite finie dans K quand z — +o0.
1. On suppose que K = R.
On pose pour tout z € I, f+(z) = max(f(z),0) et f(z) =max(—f(z),0) et on rappelle
que Vel f(z)=fH(z) - [7(2) el que |[(z)| =[* (@) + [ ().
(a) En utilisant la partie 2, la question 1) ¢), montrer que si f est intégrable sur I alors
les fonctions f* et f~ sont intégrables sur 1.
(b) En déduire que si f est intégrable sur I alors la fonction z — Tf(z) admet une
limite finie dans R quand z — +o0.
2. On suppose que K = C.

(a) Montrer que si f est intégrable sur I alors les deux fonctions Re(f) et Im(f) sont
intégrables sur 1.

(b) En déduire que si f est intégrable sur [ alors la fonction £ — Ty(z) admet une
limite finie dans C quand x — +o0.
1T
3. Soit f : I — C la fonction définie sur I par : Vz € I, f(z) = 2.,
%
(a) Vérifier que f n’est pas intégrable sur I.
(b) A l'aide d’une intégration par partie, montrer que la fonction x — T}(z) admet
une limite finie dans C quand z — +oo0.
(c) Conclure.





