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| Probléme 1(10 points)

Partie I

On se donne deux groupes (G, ) et (G, ) d’éléments neutres respectifs e et €.

Soit ¢ : G — G’ une application vérifiant

Va,y € G, p(z *y) = p(x) - p(y).
p est dite un morphisme de groupes.

1. (a) En écrivant e x e = e, moutrer que p(e) = ¢'.

(b) Déduire que pour tout = € @, w(@™!) = @(x)~.

(¢) i Montrer que (R}, x) est un groupe.

ii. Vérifier que I'application In : (R, X} = (R, +) est un morphisme de groupes.

2. On note ker{yp) = ¢ ({¢'}).

(a) Montrer que ker(y) est un sous groupe de G.

(b} Déduire que ¢ est injective si et seulement si, ker(p) = {e}.

3. On rappelle Uespace A{R), Vensemble des matrices carrées de taille 2.
21K},
rs
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Pour toute matrice M = (
¢

Z ) , on note det(Af) = ad — be.

(a) Montrer que pour tout M, N € Ma(R), det(MN) = det(A) det(N).
(b) Montrer que si M est inversible alors det{M) # 0 et donner det(A ') en fonction de
det(A1).
(¢) Montrer que si rg(M) < 2 alors det(M) = 0, ol rg désigne le rang de la matrice M.
(d) Déduire que A est inversible si et seulement si, det(M) # 0.
(e} (GL2(R), x) désigne le groupe des matrices inversibles de taille 2.
i. Montrer que Papplication det : (GL2(R), x) — {R*, x) est un morphisme de groupes.
ii. Montrer que le morphisme det est surjectif et non injectif.
Partie 11 )
Dans cette partie My(Z) = {.M = ( @b

¢ d

) tel que a,b,¢,d € Z} , et

GL2(Z) = {M € M3(Z) telle que M est inversible et M~ € My(Z)}.



1. (a) SaitM:(z 1).

1 2
i. Montrer que M est inversible

ii. Calculer M~! par la méthode de pivot de Gauss et en déduire que M1 & My(Z).

2. Soit A= ( ¢ 2 \) € GLy(Z) et soit At = ( s )

c y i
(a) En evaluant AA™! et A~1A, montrer que aAb=aAc=1letdAb=dAc=1
, da  —b .
(b} Montrer qu’il existe @ € Z tel que A1 = ae “ ) et avdet(A) = 1.
—ca  aa

( Indication : On distinguera les trois cas a = 0, ¢ = 0 et ac # 0.)
d -b
) et que det(A) € {~1,1}.

(¢) Déduire que A™1 = det(A4) ( .
(d) i Montrer que pour tout A € My(Z), A~! € My(Z) si et seulement si det(A) € {-1,1}.
ii. Déduire que GLy(Z) est un sous groupe de (GLy(R), x).
3. (a) Montrer que {=1,1} est un sous groupe de (R*, x)
(b) Déduire que Papplication det : (GLy(Z), x) — ({-1,1}, ) est un morphisme de groupes
surjectif et non injectif.
(¢) Montrer que SLy(Z) = {A € GLy(Z) tel que det(A) = 1} est un sous groupe de (GLy(Z), % ).
4. On note O2(Z) = {M € My(Z)|(*A)A = I} ou *A désigne la matrice transposée de A et I, est
la matrice unité de Aa(R).
(a) Montrer que pour tout A € Oy(Z), A est inversible et donner A~}

(b) Déduire que O3(Z) est un sous groupe de (GLy(Z), x).

. b

(¢) Montrer que pour tout 4 = ( . q ) EOg(ZYonmaa=d=0oub=c=0.
¢

(d) Déduire que O3(Z) est fini et donner ses éléments.

§15robiéme 2
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Dans tout le probléme, on note Z[i] = {a + ib € C tel que a,b € Z}. On appelle cet ensemble,
Panneau des entiers de Gauss. On peut donc écrire : z € Z[i] < Ja,b € Z tels que z = ¢ + ib. Pour
tout z € Z[4], on note N(z) =22 = |z]? € N

Partie I

1. Montrer que Z[i] est un sous auneau de (C, +, x).

2. Vérifier que Vz, 2’ € Z, N(22') = N(2)N(2').
3. On note U = {z € Z[i] tel quil existe 2’ € Z[i] avec 2z’ = 1} Pensemble des éléinents inversibles
de Panneau Z[i].
(a) Montrer que I = {z € Z[i] tel que N(z) =1}.

(b) Déduire que U = {~1,1, —i, i}.



N.B : Dans la suite les parties II et III sont indépendantes.
Partie 11
D’une fagon analogue 4 la divisibilité dans Z, pour tous entiers de Gauss u,v € Z[i], on dit que

v divise u s'il existe g € Z[i] tel que u = vg. On dit que p € Z[i] est irréductible si :

p n’est pas inversible dans Z[4] et pour tout a,b € Z[i], p=ab, alorsa € U ou b€ U.

1. Soit p € Z[i] un entier de Gauss irréductible. Donner 'ensemble des diviseurs de p.
2. Montrer que si Vp € Z[i], si N(p) est premier dans Z alors p est nécessairement irréductible.
3. Vérifier que 3 est irréductible dans Z[¢], en déduire que la réciproque de la propriété précédente
est fausse.
4. L'entier 5 est-il irréductible dans Z[3] 7
Partie 111
Dans cette partie, nous allons définir une sorte de division euclidienne sur Z[3]. Soit u,v € Z[1] tels

que v# 0, ebsoit Z=x+4iyeC, x,y€R (£un’est pas forcément entier de Gauss).

1. On désigne par n et m les parties entiéres respectives de z et de y. On note z5 = n + im,
z =n+i(m+1), 22 =(n+1)+im et 23 = (n+1)+i(m+1). Montrer qu'il existe k € {0,1,2, 3}
tel que |2 — 2] < %—5 (faites une figure).

2. Soit g € {20, 21, 22, 23} tel que |% — g| soit minimale. Montrer que N(u — qv) < N(v).

3. En déduire qu’il existe r € Z[z] tel que u = vg-+r avec N(r) < N(v). (Dite la division euclidienne
de u par v)

4. Effectuer la division euclidienne de 5+ 3i par 1 4 4.
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