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EXERCICE (6pts)

Soit p € N*\{1}. On considere la fonction ¢, définie par

Vr eRY, () =2—2>+ .. +2F
1. On fixe un entier p dans N*\{1}.
En étudiant la fonction ;. montrer que I'équation ¢, () = 1 posséde une unique solution
positive .
2. Soit p € N*\{1}.
(a) Justifier que : x, €]0, 1[.

(b) Etablir que : z,(1 — a8) =1 — .

3. Montrer que la suite (z,),>2 est décroissante et déduire qu’elle est convergente.
4. (a) Montrer que la suite (z2)
(b)

p>o COMVEIgE Vers 0.

En déduire la limite de la suite (z,)

p>2

PROBLEME (14 pts)

Partie 1T : Deux questions préliminaires
Les deux questions suivantes sont indépendantes.
e —e*  shix)

1. Montrer que l'application th : z — = < est une bijection de R sur | —1,1]
e +e ™ ch(z)

) l1+z
et que sa fonction réciproque G est définie par : Vo €] — 1,1[, G(z) =1In <\ : 'r>'
2

+ x2

2. Montrer que pour tout z € R, —1 <

< <1

Partie IT : Résolution d’une équation fonctionnelle

Le but de cette partie est de déterminer I’ensemble & des fonctions f définies sur R,

a valeurs réelles et dérivables (donc continues) en 0 qui vérifient :

2f(x)
VeeR, f(2z) ==ttt
(22 1+ (f())




. Vérifier que les fonctions constantes éléments de £ sont celles égales 4 0, a 1 ota—1.

p—t

- On suppose que f € €. Donner les valeurs possibles de £(0).

wW N

. Montrer que si f € £, on a :
VeeR., -1<f(z)<1

(on pourra exprimer f(x) en fonction de f(§>)
. Montrer que si f € &, alors (—f) € £.
. Dans cette question, on suppose que f € £, que f(0) = 1, et que f n’est pas
counstante.
Soit alors 79 € R, tel que f(zy) # f(0), et on définit la suite (1,) en posant :

VneN, u.ﬂ:f(% :

[S2 RN

(a) Montrer que la suite (u,) est convergente, et préciser sa limite.

2“77—1—1

(b) Montrer que Vn € N, u, = : en déduire que la suite (u,) garde un signe

2
constant, puis étudier sa moniton%g%«silivant le signe de uy.

(¢c) Notons que ug € [—1,1]. En utilisant ce qui précede, aboutir 4 une contradiction (on
distinguera deux cas : 4y € [—1,0[ et ug € [0.1]). En déduire I'ensemble des fonctions
[ éléments de & telles que f(0) = 1.

(d) Que peut-on conclure si I'hypothése “f(0) = 17 est remplacée par hypothésc © Fil}=
—1"7 ’

6. Dans cette question, on suppose que f€ &, et que f(0) = 0.

Ici on peut montrer mais on admet que : Vo € R, f(z)# let f(z) # —1.
On définit alors la fonction g en posant: Yz € R, g(z) = G(f(x)) ot G est la

fonction introduite dans la question 1. de la partie I.

(a) Montrer que : Vz € R, ¢(2z) = 2g(x).
i
. . . , 4 (5‘)
(b) Soit z € R". On définit la suite (v,) en posant : Vn €N, v, = <
» ()
Etablir que la suite (v,) est convergente et préciser sa limite.
(c) Montrer que la suite (v,) est constante, puis déduire que g est linéaire (c-a-d, il existe

a € R tel que pour tout z € R, g(z) = ax).

7. Synthése : Déterminer l'ensemble £.

Bon travail.
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