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probléme I (10 points)

K désigne le corps R ou C. et n € N*.

1. Soit A € My(K).

(a) Montrer que l'application
fA 3 l\fn’l (K) e d Afm] (K)
X —» AX

est linéaire.

(b) Donner la matrice de f4 relativement & la base canonique de M, (K).

On note ker(A) = ker(fa) = {X € Mp1(K) | AX = 0,} ot 0n = Opr, , (x)-

(c) Montrer que A est inversible si et seulement si ker(A) = {0,}.

2 Aol
Dans toute la suite on prend A= | 1 2 —1 | et on note Pa(z) = det(A — zl3).
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2. (a) Verifier que Py(z) = —(z — 1)(z — 2)2.

(b) Déduire que A — I3 et A — 2[5 ne sont pas inversibles, et que A est inversible.
3. (a) Trouver E; = ker(A — I3) et Ey = ker(A — 2I3) et donner leurs dimensions.

(b) Montrer que Eo C Fy = ker((A — 213)?).

(¢) Trouver w € Mj3;(R) tel que (A — 213)%w = 0y, et v = (A — 2I3)w # On.

(d) Justifier que (v) est une base de E» et que (w,v) est une base de F5.

(e) Montrer que Ey N Fy = {0,}.

(f) Déduire que E; ® F» = M3,(R).
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4. (a) Soituy = | 0 {,up=1| 1 |etug=11|. Montrer que B’ = (u;.u2,u3) est une
1 1 0

base de M3 ;(R), et que E; = vect(uy), Ea = vect(uz) et Fo = vect(ua, u3).
(b) Sans calculer le produit, montrer que (A — I3)(A - 213)% = (0). (0) désigne la matrice nulle.
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(c) Exprimer A~! en fonction de I3, A et A2

(d) Trouver la matrice A’ de I'application f4 dans la base B’

|Probléme IT (10 points)'

E est un K espace vectoriel de dimension n > 2 et Bg = (ei, ... €,) une base de E.
L(E) désinge 'espace des endomorphismes de E et E* = L(E.K) celui des formes linéaires sur E.

Pour tout ¢ € {1,...,n} on définit Uapplication
i E Hcy K

n
z= )Yy arer —> @i(z) =
k=1

Partie I
1. Rappeler la dimension de E*.
2. Pour tout (i,7) € {1,...,n}?, calculer &;(e;).
3. Montrer que By = (¢1,---,¥n) est une base de E*.
4. Soit f € L(E).
(a) Montrer que pour tout ¢ € E*, o f € E*.
(b) Déduire que 'application ‘f : ¢+ 'f(p) = o f est un endomorphisme de E*.
Partie II
On considére I'application
T: L(E) —  L(EY)
foo— T(H)="'f
1. Montrer que T est linéaire.
2. Soit f € L(F) non nulle, et soit u € E tel que f(u) # 0g.
(a) Justifier qu’il existe un hyperplan H tel que H ® vect(f(u)) = E
(b) Déduire qu’il existe ¢ € E* tel que wo f # 0p-.
(¢) Montrer alors que T est un isomorphisme de £(E) dans L(E*).
3. Soit f.g € L(E). Montrer que *(fog)= 'go 'f.
Partie III
Soit f € L(E) de matrice A = (a; ;) € M,(K) relativement i la base Bg, et soit B = (b; ;) € M,(K)

la matrice de f relativement a la base Bj,.

1. Montrer que pour tout ¢ € E*,
n
=2 wle)ei
i=1

2. (a) Pour tout j € {1, ...,n}, rappeler f(e;) en fonction des coefficients de A.
(b) Pour tout i € {1,...,n}, donner 'expression de *f(¢;) en fonction des coefficients de B.
(c) Pour tout 7,5 € {1, ...,n}, en calculant de deux maniéres *f(y;)(e;), déduire que b;; = a; ;.
(d) Exprimer B en fonction de A.
(e) Sans calculs, déduire que pour toutes matrices M, N € M,(K), *(MN) = 'N 'A.



