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Exercice '

Répondre par vrai ou faux en justifiant :

1. Soient z € C. Si |z| > 1, alors |e*] > 1.
2. {(2k + LYim: k € Z} est Vensemble des solutions de 'équation e* = —i.
. o N n(p+q) i q)
3. Soit ¢ N0, 11 Alors \—\ TR =9 ‘; P
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4, Soit (7). - C. Alors S Zij = 5 ; 3,1,\ .
1<i<j<n =E it
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5. Soit f une application de E vers F ot soit A une partie de £ Si f(x

[Probléme §

€ f(A), alors z € A

Soit 7 € N*. On note M,,(R) Pensemble des matrices carrées d'ordre n et G'L,(R) 'ensemble

des matrices inversibles.
Partie 1 : Matrices semblables dans M,(R)
On définit dans M, (IR} une relation binaire K par :

YA B€ M,(R), AR B<= 3 Pe GL,(R) tel que B = Pap

1. (a) Montrer que R est une relation d’équivalence sur M, (R).

. , 0 0 0 1 .
(b) Les deux matrices ( & g ) et 5 o sont elles en relation par R 7
0.0 ) 0 0

(c) Déterminer clg(l,) : la classe de I, modulo R.

2. (a) Soit A, B € M,(R). Montrer que si AR B, alors A et B ont méme trace.
(b) La réciproque est-elle vraie?

3. Pour tout P € GL,(R), on considére I'application

fr: Mu(R) — M,(R)
Ay P71AP

(a) Montrer que, VA, B € M,(R), fp(AB) = fp(A).fp(B).

(b) Montrer que I'application fp est bijective.




4. On pose H = {fp; P € GL,(R)}. On définit Iapplication
¥ o GLu(R) — H
Pr— fp
(a) Soit A € R\{0}. Déterminer I'application #(Al,).
(b) En déduirc que 'application 4 n’est pas injective.

(c) L’application i est-elle surjective ?

Partie 2 : Exemples de racines carrées des matrices
Définition : Soient A, B € M, (R). On dit que la matrice B est une racine carrée de la matrice
A st B2= A

/ 0 ... 0 A
. : .0 .
1. {a) Exemple 1 : Cas ou B = € M,(R), ot A € R.
\ 0 o/
Caleuler B2 et dédnire que la matrice nulle de M,(R), 0,,, admet une infinité de racines
carrées. ) .
. . cos(@)  sin(d) ‘ .
(b) Exemple 2 : Cas on A4y = ( o o j,oufeR
\ sin{¢) —cos(8) /
. :

. 10} ‘
Calculer (Ap)? et déduire que la matrice unité I, = | admet une infinité de
) q 01/
. \ /'

7

racines carrées dans M,(R).
2. Exemple 3 : Cas ot A = diag(A. N, ..., \,) : matrice diagonalc dans M, (R) teile
que A; # A Vi # .
(a) Soit B une racine carrée de A.
(1) Montrer que AB = BA.
(1) En déduire que la matrice B est diagonale.
(ii1) On note alors B = diag(by, by, ..., by). Que vaul b? lorsque @ € {1, ...,n} 7
(b) Déduire que il existe i € {1,...,n} tel que X; < 0, alors A n’admet pas une r¢ cine

carrée.

(¢) On suppose que 0 < Ap < Ag < ... < g

Déterminer les racines carrées de la matrice A.
3. L’application

R

M — M?

>

est-elle injective 7 surjective?




