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Soit m un entier naturel supérieur ou égal a 2.

On note T}, (R) : 'ensemble des matrices carrées triangulaires supérieures de taille n et & coefficients
réels.

1. Soit A = (ai;)1<ij<n, B = (bij)1<ij<n € Tn(R) et a € R,
(a) Que vaut a;; sii> j.
(b) Montrer que A + aB € T,(R).
(¢) Montrer que AB € T,(R).
(d) Déduire que (T,(R), +, x) est un anneau.
2. Soit A = (a;;)1<ij<n € Tn(R), telle que (*A)A = A('4)

min(%,7) n
(a) Montrer que pour tout 1 <i,j <m,ona: Y. GriGk;= , GikGjk-
k=1 k=max(i,j)

(b) Déduire que A est une matrice diagonale.

(c) Montrer la réciproque, cest a dire : si A est diagonale, on a : ( *A)A = A('A).
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(a) Déterminer J2, J3, Jk, J" et J* (2< k <n).
(b) Exprimer K en fonction de I, J, J?, ..., Jo%,
(¢) Déduire que K est inversible et donner son inverse.

4. (a) Pour k € {0,...,n — 1}, exprimer KJ k en fonction des puissances de la matrice J.

j .
(b) Pour j € N et p € N*, montrer que Z C£+k-1 = CZ,H .

(c) Déduire que pour tout p > 0, K? = Z p+k s

(d) Ecrire la matrice K* pour n = 3.




Probléme 2

Pour tout n € N*, on note par U, = {z € C | 2" =1} l’ensemble des racines n-iéme de 1.
Oun rappelle que :
U, = {wk =e | ke {0,1,....n— 1}}.

Pour tout % e {1,...,n — 1} on note :
Hp = {(wx)™ | m € N}.
'Pé‘rtie I
1. (a) Montrer que (Uy, X) est un groupe, et déterminer son cardinal.
(b) Justifier que pour tout z € U, Z € U,,. | t
(c) Pour tout k € {0,1,...,n — 1}, trouver ¥’ € {0,1,...,n — 1} tel qué wkl = 5.
(d) Montrer que pour tout n,m € N*, U, = Uy, si et seulement si, n = m.
2. (a) Soit d,n € N*. Montrer que Uy C U, si et seulement si d divise n.
(b) Soit pe{1,..,n—1}.
i. Pour tout s € Z, moﬁtrer que wy € Hy,.
ii. Montrer que H,, est un sous groupe de U,.
3. Soit U un sous groupe de Uy, et U # {1}. Soit r =min{k € {1,...,n — 1} | wp € U}.

(a) Soit wy € U. Montrer que wy, € H,, puis déduire que U = H,..
(indication : Faites une division euclidienne de k par )

(b) En s’inspirant de la question précédente, montrer que r divise n.
(c) Déduire que H, = Uz ot d =2
Partie IT

Soit wy, € Up. On dit que w est une racine n-ieme primitive de 1 si Hg = Up,.
On note 2, ensemble des racines n-ieme primitives de 1.

1. En écrivant Uy, Uy, Us et Uy, donner 4,9, 5 et Q4.
2. Soit wy, € . ;

(a) Soit k € {1 ,m— 1}. Montrer qu'il ex1ste u € N tel que w¥ = wy.

(b) Déduire que n divise rug — k.

(c) En prenant k = 1, déduire que Q, = {w, | 7 A n= i}. }
3. On suppose que n est premxer ‘ | »

(a) Donner 2, en déduire que pour tout k € {1 — 1}, Hy = U

(b) Donner tous les sous groupes de U,,.




