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N. B. Aucun document n’est autorisé et 1'usage des calculatrices est interdit.

Probleme 1: (10 points)

On considere f: R — R I'application définie par : f(z) = z — E(z) ot E(x) désigne la partic
entiere de z. Soit a € R et on pose A = {f(na); n € N*}.

Partie 1
. (a) Vérifier que A C {0, 1].
(b) En déduire que A admet une borne inférieure et une borne supérieure. On note
a = Inf(A) et = sup(A).
2. Soient z € Ret k € Z.
(a) Vérifier que f(z + k) = f(z).
(b) Montrer que f(kf(z)) = f(kz).
3. Montrer que z € R est rationnel si et seulement s'il existe k € Z* tel que f(kz) = 0.
Partie 11 |
On suppose ici que a = g € Q. avec (p,q) € Z x N*.

I (a) Soit n € N*. On note r le reste de la division euclidienne de n par g. Montrer que
S(na) - f(ra). ‘
(b) Vérifier que f(ga) = 0.
{c) En déduire que A = {f(ka); k € NN[0,q — 1]}.
2 Déduire gque 4 = max(A) et a = mm(A) ar ).
Partie I1I
On suppose ici que a € R\ Q.
1. On suppose a > 0.
(a) Justifier que l'ensemble B = {k € N*; ka > 1} admet un plus petit élément. On
note p = min(B).
o @ 41
(b) Vérifier que oo < ~—— .

, . : : 1
(¢) Montrer qu'il existe kg € N* tel que a < f(koa) < —

o
(d) Vérifier que E(p f(koa)) = 1 et f(p f(k,oa,)) < .

2. I'n déduire alors que a = 0.



Probléme 2 (10 points)

Soient deux suites (Zn)nen et (Yn)nen convergeant vers la méme limite L.
On dit que (2, )nen converge plus vite que (Yn)nen Si

< (i lyfl "’ ],/1

Vo> 0. AN, e Ntel quen 2 N, = |z, — L

Partie A :
[- Soit f une fonction continue sur un intervalle /. Montrer que sl (Zn)nen C I converge
plus vite que (Yn)nen C I, alors (f(zn))nen converge plus vite que (f(yn))nen.

[1- Soit (Uy)pen une suite réelle qui converge vers une limite réclle /.
Pour 0 < a < 1, on définit la suite (V},)en par :

o lij-l - Un

1—«

Va

On suppose qu’il existe des réels a, b, o, 3 tels que :
D<B<ao<l, 1 55 0 b # 0, et U, =0+ aa™ +bB" +0(8").

1. Vérifier que U, — £ ~ ac™.

b(B —
2. Montrer que V,, = £ + Mﬂ” +o(B™).
—
b(3 — )
3. En déduire que V,, — £ ~ ——(~/———~—a—)f/a’”' et donner lim V.
1 — N300

4. Comparer les vitesses de convergence de (Up)nen €t (Va)nen en utilisant la définition.
" ‘
5. Déterminer lim Vo — ¢ -,
nobh oo Vn, - an ~1
6. Pour £ > 0. trouver une condition suffisante sur V, et V,,_; pour avoir |V, —{| < ¢
a partir d'un certain rang.
Partie B :
Soit maintenat (W, )nen- une suite qui converge vers £. On considere les deux suites
Wn+1 - Wrn - %i:_f
e =W

Ry =
an - Wn el

1. Montrer que si la suite (R, )“QN* converge alors sa limite est nécessairement dans [0. 1].

2. Supposons maintenant que lim 7, = A €]0,1[, et qu'il existe un entier ny > 1 tel que
n——+o0
pour tout n = ng, W, # W, 1.

Montrer alors la suite (£2,) COLVErge Vers A.

nzngo
3. Considerons la suite (W),), . définic par

Vn € N, Way = (=1)"A2 et Wapyy = (—1)"A%H,

(a) Montrer que la suite (Wy), oy est convergente et calculer sa limite L.

777' - &
(b) Vérifier que UT _75——@-" = A\, et que Vn € N*, W, # W,,_1.
T 200 n o | ‘
VV?H—] = Wn

(c) Monter que la suite ( ) est divergente.
n&N*

Wn - Wn——l
(d) Conclure,



