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Exercice 1 : (10 pts) '

Soient E = R,[X] I’espace vectoriel des polynémes de degré inférieur ou égal a 2

et 4 coefficients réels et B = (1, X, X?) sa base canonique.
On note par id; Papplication identité de E et par /; la matrice unité d’ordre 3.

Soit ¢ ’application définie par :

1
VP e E, o(P)= §(4X2 ~1)P"+ XP

1. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de FE.
b) Déterminer A = Mat(y, B), la matrice de ¢ dans la base B.
c) La matrice A est-elle inversible ? Justifiez votre réponse.

2. a) Déterminer une base de ker(p) et une base de Im(y).

b) Montrer que E = ker(y) @ Im(g).
3. Soit A € R. On pose F) = {P € Ry[X]: ¢(P)=A-P}.

a) Montrer que F) = ker(y — Aidg).

b) Prouver que F) est un sous espace vectoriel de E.

c) Pour quelles valeurs de )\, la matrice A — \/3 n’est pas inversible 7
4. Onpose Pp=1, PL=Xet P,=1-12X2

a) Montrer que B’ = (. P, P,) est une base de FE.

b) Vérifier que P, € Fy, P, € F) et P, € Fi.

¢) Déterminer D = Mat(yp, B'), la matrice de ¢ dans la base B'.

d) Déterminer P = Pp_.p, la matrice de passage de B & B’ ainsi que son

inverse P!

5. Exprimer A en fonction de P et D, puis déduire la matrice A" en fonction de
n € N. .



Exercice 2 : (10 pts) I

On pose M(R) = { ¢ 2) i (a,b,c,d) € R*} : ’ensemble des matrices carrées d’ordre
G

2 a coeflicients réels.

10 01 0 0 00
On dési : B=(F; = , By = , Ey = By = 1
n aesigne par ( 11 (0 0) v Lo (U 0) , Lo (l 0) s Lo (0 1) )9 a

base canonique de M,(R).
Soit
o: My(R) — My(R)
A — o(A)=A-"A
ol 'A désigne la transposée de la matrice A.

1. a) Rappeler la dimension de M;(R).
b) Calculer ¢(E), ¢(E1), ¢(Ea) et ¢(Eo).

2. Montrer que ¢ est un endomorphisme de M-(R).

3. a) Déterminer ker(¢) et donner sa dimension.

b) Déterminer Im(¢) ainsi que sa dimension.
1 )
¢) On pose J = ( 5 ()) . Montrer que : VA € My(R), 3\ € R tel que ¢(A) = A-J

4. a) L’application ¢ est elle un projecteur ?Justifiez votre réponse.
b) En déduire que : (¢(M) — 2M) € ker(¢). VM € My(R).
c) Chercher «, 3 deux réels tel que M = a(o(M) — 2M) + Bo(M).
d) Déduire que M3(R) = ker(¢) @ Im(o).
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