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Devoir de Synthése \° 02

i L’usage de calculatrices est interdit.

= Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,
a la clarté de la rédaction et au soin de la présentation.

-

Everncice 7
Soient E = M3(R), B = (Ei1, E12, Ea1, Es2) la base canonique de E et f l'application

définie comme suit :
f:E—E M~— M+ 'M.

Montrer que f est un endomorphisme de E.

Montrer que f n’est pas injective puis déterminer une base de ker(f).
Déduire rg(f) puis déterminer une base de Im(f).

A-t-on ker(f) @ Im(f) = E?

Soient (a,b) € R? et g 'endomorphisme de E suivant :

Sl el o N

g:E— E, M —> aM +b'M.

(a) Déterminer Mat(g, B).
(b) Montrer les inclusions suivantes :
i. ker(f) C ker (g — (a — b)idg).
ii. Im(f) C ker (g — (a + b)idg).
(c) Montrer qu'il existe B’ une base de E telle que Mat(g, B') soit diagonale.
(d) Exprimer g* en fonction de g et idg.

(e) Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le couple (a, b)
pour que g soit inversible puis donner g~*.
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Erercece €
Soient B la base canonique de Ry[X], m un paramétre réel et f, I’endomorphisme de
Ro[X] défini comme suit :

fm : Ro[X] — Ry[X], P +— P+ XP" + P(m)X*.

Déterminer A, = Mat(f,, B).
Pour quelles valeurs du parameétre m, f, € Aut(Ro[X])?
Déterminer (f,,)~! lorsque f,, est un automorphisme.

Déterminer rg(f,,) suivant les valeurs de m.

SO e

On suppose maintenant que m = 1.

(a) Trouver une base de Im(f;).

(b) Trouver une base de ker(f).

(c) Montrer que ker(f;) ® Im(fi) = R,[X].

(d) A-t-on f; est un projecteur de Ry[X]?

(e) Soient P, = —2X + X2, P, = -1+ X et P3 =X + X2,

i. Montrer que B’ = (P,, P,, P3) est une base de Ry[X].

ii. Trouver la matrice de passage de B vers B’ puis donner son inverse.
iii. Expliciter s la symétrie par rapport & Im(f;) parallélement & ker(f;). ~
iv. Déterminer D = Mat(f;, B').
v. Déduire qu’il existe une matrice M telle que M? = A;.
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