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Devoir surveille N° 2 : Analyse
Durée : 1H

N.B :Aucun document n’est autorisé et ’usage de la calculatrice est interdit.

Exercice :
En utilisant 1a formule de Taylor-Lagrange, montrer que pour tout ¢ €]1, +o0],

(t—1)?
T
2

<n(t) <t-1.

Probléme : )
On note f la fonction définie par : f(z) = z3e¢™® si > 0. On pourra. utiliser sans preuve
que 2 <e< 3.

1. (a) Montrer que f se prolonge en une fonction continue sur R*. On appelle encore f
la fonction ainsi prolongée.

(b) La fonction f est-elle dérivable en 07 de classe C! sur R*?

1 1 -
2. (a) Montrer qu'il existe ¢ €]8,9] tel que 95 =2+ Zew.

3
.3 125
(b) En déduire que 2 < 93 < =
ili 1 1y 1_1
(c) Montrer, en utilisant 'encadrement de e, que f(1) =1 < = et f =15 s =

1
(d) Dresser le tableau de variations de ¢ : z +— (3z — 1)e™" sur [5’ 1}

1
(f) Montrer que Vz € [g, 1] 1<

1
(g) En déduire que Vz € [§’ 1} ,0<

1
3. (a) Calculer f'(z) pour z > 0. En déduire que f est décroissante sur [g, 1] et que f’

1
est bornée sur [5’ 1] :



1
(b) En déduire que f est k-lipschitzienne sur [g, 1] , ol k est un réel a déterminer.

1
4. Montrer que f admet un point fixe A unique dans l'intervalle [g, 1}.

1
Uozgy

5. On considére la suite (up)nen définie par
Uns1 = f(un), Yn€N.

1
(a) Dresser le tableau de variations de f. Montrer que [5’ 1} est stable par f. Que
peut-on en déduire concernant la suite (Un)nen?
25
(b) Montrer que Vn € N, |tunq1 — A| < §6|un — Al

(c) Montrer que Vn € N, |u, — A| < (%) lup — Al

(d) Déduire la limite de la suite (Un)nen-

Bonne Chance



