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N.B :Aucun document n’est autorisé et I’'usage de la calculatrice est interdit.

Exercice 1 :
Soient A et B deux parties non-vides et bornées de R,. On pose

D2 {x*+y* telque z € A et y € B}.
1. Montrer que D est une partie bornée de R.

2. Montrer que sup(D) = (sup A)%st (sup B)?.

Exercice 2 :
Etant donné un réel m € R fixé, onéonsidére Péquation différentielle
(E): (1+23)% +2c(1+ 2%y + m*y =0.

1. Soit z : ] ———;-, [ — R une fonction deux foi§ dérivable. On pose pour z € R,
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y(z) = z(arctan(z)).

Montrer que y est deux fois dérivable dans R et exprimer y{#), i’ (2) et y”(z) en fonction
de z(arctan(z)), z’(arctan(z)) et z”(arctan(z)).

2. (a) Montrer que y cst solution de (E) sur R si et sculement si z est solution sur
- _
i d’une équation différentielle (E') : 2" + m?z = 0.

(b) Résolvez (E') et déduisez-en I’expression de la solution générale de (E) sur R.

Probléme : Les parties I et II sont indépendantes.

Partie I : On définit une suite (wy,)nen par :

wog=0>b€ Ri,
Wigd = 24/Wy, Yn € N.

1. Montrer que (wy)nen est bien définie pour tout entier naturel n.



2. (a) On pose t, = In(w,), montrer que (t,)nen est une suite arithmético-géomeétrique.

(b) En déduire 'expression de ¢, en fonction de n et de b.
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(c) Déduire que w, = 4 (Z) , VneN.
3. La suite (wy,)nen converge-t-elle ? Si oui, vers quelle limite ?
Partie II :
On considére une suite (uy,)nen définic par :
uy = a € Ry,
Upt1 = U2 + Uy, VYn € N.

1. {a) Montrer que la suite (u,)ncn est strictement monotone et strictement positive.

(b) En raisonnant par 'absurde, montrer que (u,), diverge.
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2. On définit la suite (v,)pen par v, = o In(u,), Vn € N.

i} 1
(a) Montrer que 4,1 4V, %= el In (1 + E,;) , VYneN.
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(b) Déterminer la monotonigdde la,suite (ln (—)) .
neN
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(c) En déduire que

1 1
V(n,p) € N2’O << Untp+1— Untp < W In (1 + _.._) )

Un

k
(d) Calculer Z(vnﬂﬂ- — Uny;), pour tous (nfk e N2.

=0
(e) En déduire que V(n, k) € N2,
1 1
0< Un+k+1 — Un S ~2.; ln(l * "1_,4—;)

) Déduire que In(a) < v < In(a) + In(1 +1), Vk € N*. Que peut on conclure ?
) Montrer alors que (v, )nen converge vers un réel noté a.

3. (a) Pour tout n € N, prouver que : u, < e¢*2".
)

Par passage a la limite quand k£ — +oco dans 'inégalité de la question 2.e, montrer
que e*?" < 1 + y,,.

(¢) En déduire que u, ~ e*?".

Bonne Chance





