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Devoir de Synthése \N° 02

1 L’usage de calculatrices est interdit.

i Une grande importance sera attachée a la rigueur du raisonnement,
a la clarté de la rédaction et au soin de la présentation.

Evercice 7
1. Soit B la base canonique de Ry[X] et considérons les polynémes suivants :
P=1-2X+2X? " Pj=2-3X+2X" e P3=2-2X+X"

(a) Montrer que B’ = (P,,P,, P3) est une base de Ry[X].
(b) Déterminer P la matrice de passage de B & B'.
(c) Calculer P? puis trouver P~%
(d) Déduire les coordonnées du polynome @ = 3 — X? dans la base B'.
2. Soit f 'endomorphisme de Ry[X] dont la matrice dans la base B est la suivante :

0 2 2
A= -2 -3 —%
2 2 1

(a) Déterminer rg(f) puis trouver une base de Im(f).

(b) Calculer f(P;) puis donner une base de ker(f).

(c) A-t-on f est un projecteur de Ro[X]?

(d) Montrer que ker(f) ® Im(f) = Ry[X].

(e) Donner Pexpression de la projection sur ker(f) parallélement & Im(f).

Erencice €
Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et f € Z(E) tel que f # 0 et f2 =0.
1. Montrer que Im(f) C ker(f) puis déduire rg(f).
2. Soient u; € E \ ker(f) et ug = f(u1).
(a) Montrer qu'il existe uz € E tel que (ug,us) soit une base de ker(f).
(b) Vérifier que B = (u1,ug, u3) est une base de E.
(¢) Donner la matrice de f dans la base B.
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Ererncice 5

Objectif : Dans cet exercice on se propose de déterminer, en utilisant deux méthodes,
le terme général de la suite récurrente linéaire d’ordre 2 définie par :

To=2,21=1 et Tpio=Tps1 +22, VneN.

@ Soient B = (eq, e5) la base canonique de R? et f 'endomorphisme de R? défini par :
[iR—R? (z,9) — (y,23 +y)

1. Déterminer M = Mat(f, B).
2. Déterminer le polynéme P(X) = det(M — X1,).
3. Soient A; et Ay les racines de P(X) telles que Ay < Ag et soit wy, = (Zn, Tpy1)-
(a) Montrer que ker(f — Ajidge) = vect(vy) ot v; = (—1,1).
(b) Montrer que ker(f — Aidgz) = vect(vy) ou vo = (1,2).
(c) Vérifier que B'= (v;,vs) est une base de R?.
(d) Calculer f(w,) pour tout n € N.
)

(e) Déduire 'expression du terme général de la suite (2, )nen-

@ Soient E = RN et F le sous-ensemble de E formé par les suites (uy,)qen vérifiant la
relation de récurrence suilvante :

Upya =, 0+ 2U, Vn € N,

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de E.

2. Considérons I'application g : F — R?, (g )pen +— (uo, u1).
(a) Montrer que g est un isomorphisme.
(b) En déduire la dimension de F.

3. Soient 7 € R* et considérons ’équation (x) : t2 —t — 2= 0.

(a) Montrer que la suite (™) en appartient & F si et seulement si r est une solution
de I’équation (x).

(b) Soient ry et 74 les solutions de 'équation (x).

i. Montrer que la famille ((r7)nen, (r5)nen) est une base de F.

ii. Retrouver I'expression du terme général de la suite (z;,)nen-
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